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In hochbeanspruchten Strukturen sind zunehmend
Verbundwerkstoffe im Einsatz. In solchen Strukturen
können an verschiedenen Stellen Multimaterialkonfi-
gurationen mit materiellen und geometrischen Dis-
kontinuitäten vorliegen. Es stellt sich die Frage, wie
diese bruchmechanisch bewertet werden können. Ein
Parameter, der hierzu herangezogen werden kann, ist
die Spannungssingularitätsordnung. In dieser Arbeit
werden mithilfe der Rand-Finite-Elemente-Methode
Untersuchungen zu Spannungssingularitätsordnun-
gen in unterschiedlichen linear-elastischen und pie-
zoelektrischen Multimaterialkonfigurationen mit ma-
teriellen und geometrischen Diskontinuitäten durch-
geführt. Die Methode erweist sich hierbei als effi-
zientes Werkzeug. Im Rahmen der Analysen wird
deutlich, dass bei dreidimensionalen Konfigurationen
ein komplexes Geschehen vorliegt. Bemerkenswert ist,
dass bei einigen Multimaterialkonfigurationen stärke-
re Singularitäten als die bekannte Rissspitzensingula-
rität auftreten. Für piezoelektrische Strukturen erge-
ben sich allgemein zusätzliche und stärkere Singula-
ritätsordnungen als für rein linear-elastische Situatio-
nen.
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Kurzfassung
In hochbeanspruchten Tragwerken und Bauteilen sind heute zunehmend Verbundwerk-
stoffe im Einsatz. Es stellt sich die Frage, wie Multimaterialstrukturen bruchmechanisch
bewertet werden ko¨nnen. Wa¨hrend bei homogenen isotropen Bauteilen hinreichend be-
kannt ist, wo potenzielle Schwachstellen auftreten ko¨nnen, besteht insbesondere fu¨r drei-
dimensionale und piezoelektrische Strukturen noch Forschungsbedarf. Ein Parameter,
der zur bruchmechanischen Bewertung herangezogen werden kann, ist die Spannungs-
singularita¨tsordnung. Diese ist eine rein theoretische Gro¨ße innerhalb der linearen Ela-
stizita¨tstheorie, hat sich jedoch als guter Indikator fu¨r potentielle Schwachstellen in
Strukturen erwiesen. Fu¨r einige ebene Konfigurationen aus isotropen Materialien ist sie
bekannt, fu¨r dreidimensionale Multimaterialkonfigurationen mit linear-elastischen und
piezoelektrischen Materialien existieren jedoch nur wenige bekannte Lo¨sungen. Da die
Herleitung einer geschlossen-analytischen Lo¨sung allgemein nicht mo¨glich ist, sind effizi-
ente numerische Verfahren gefragt. Im Rahmen dieser Arbeit wird die semi-analytische
Rand-Finite-Elemente-Methode (RFEM) eingesetzt. Diese besitzt den Vorteil, dass Sin-
gularita¨tsexponenten innerhalb der Analyse direkt und mit vergleichsweise geringem
Aufwand berechnet werden. Zudem ist sie fu¨r beliebiges anisotropes linear-elastisches
Materialverhalten einsetzbar.
In dieser Arbeit wird untersucht, wie Spannungssingularita¨tsordnungen in zwei- und
dreidimensionalen Multimaterialkonfigurationen mit geometrischen und materiellen Dis-
kontinuita¨ten mithilfe der RFEM ermittelt werden ko¨nnen. Fu¨r rein linear-elastisches
Materialverhalten werden hierbei zum einen fu¨r Konfigurationen, in denen Singularita¨ts-
ordnungen unbekannt sind, durch geeignete Modellbildung Singularita¨tsordnungen zur
Verfu¨gung gestellt. Zum anderen werden Konfigurationen betrachtet, bei denen mehrere
zweidimensionale linienartige geometrische oder materielle Diskontinuita¨ten aufeinan-
dertreffen. Da fu¨r zweidimensionale Diskontinuita¨ten ha¨ufiger Ergebnisse bekannt sind
oder deren analytische oder numerische Ermittlung mit geringerem Aufwand durchfu¨hr-
bar sind als fu¨r echt dreidimensionale Konfigurationen, wird untersucht, ob es Zusam-
menha¨nge in Form einfacher Bildungsgesetze an solchen Stellen gibt. Es wird jedoch fest-
gestellt, dass das Geschehen an den dreidimensionalen Interaktionspunkten allgemein
recht komplex ist und eine echte dreidimensionale Analyse fu¨r die meisten Konfiguratio-
nen no¨tig ist. Die RFEM erweist sich hierbei als effizientes Werkzeug.
Ein weiterer Teil der Arbeit widmet sich der gezielten Ermittlung von starken Singula-
rita¨ten durch Variation von geometrischen Gro¨ßen und Materialparametern. Die unter-
suchten Beispiele zeigen hier zum einen, dass auch in sehr einfach erscheinenden Kon-
viii
figurationen sehr starke Singularita¨tsordnungen auftreten ko¨nnen. Dabei fu¨hrt neben
Rissen vor allem die Kombination sehr unterschiedlicher Materialeigenschaften zu star-
ken Singularita¨tsordnungen. Zum anderen wird deutlich, dass Singularita¨tsordnungen
bei Multimaterialkonfigurationen mit geometrischen Diskontinuita¨ten nicht immer an-
schaulich vorhergesagt werden ko¨nnen, sondern dass teilweise u¨berraschende Ergebnisse
auftreten ko¨nnen. Daher ist eine eingehende Analyse mit einer zuverla¨ssigen Methode
zur bruchmechanischen Bewertung einer solchen Konfiguration immer empfehlenswert.
Schließlich werden piezoelektrische Konfigurationen untersucht. Es kann gezeigt wer-
den, dass sich die RFEM auch fu¨r dieses Materialverhalten gut zur Ermittlung von
Spannungssingularita¨tsordnungen eignet, was ein klarer Vorteil der Methode ist. Im
Vergleich mit rein linear-elastischen Konfigurationen treten jeweils zusa¨tzliche und all-
gemein sta¨rkere Singularita¨tsordnungen auf. Bei der Verwendung von piezoelektrischen
Materialien in Strukturen muss also auch bei gleichbleibenden mechanischen Eigen-
schaften mit sta¨rkeren Singularita¨tsordnungen gerechnet werden als bei rein linear-elas-
tischem Materialverhalten.
11 Einleitung
1.1 Motivation
Hochbeanspruchte mechanische Tragwerke und Bauteile bestehen heutzutage in vielen
Branchen zunehmend aus modernen Verbundwerkstoffen. Aufgrund von gu¨nstigen Ma-
terialeigenschaften wie hoher spezifischer Steifigkeit und geringem Gewicht ko¨nnen mit
solchen Materialien sehr leistungsfa¨hige Strukturen realisiert werden. Piezoelektrische
Materialien gewinnen ebenso zunehmend an Bedeutung, da sie sich sowohl als Aktor
als auch als Sensor beispielsweise fu¨r die U¨berwachung der Integrita¨t einer Struktur
anbieten.
Fu¨r Multimaterialstrukturen aus linear-elastischen und piezoelektrischen Materialien
stellt sich die Frage, wie diese bruchmechanisch bewertet werden ko¨nnen. Bei homoge-
nen isotropen Bauteilen ist hinreichend bekannt, wo potenzielle Schwachstellen auftre-
ten ko¨nnen und wie diese aufzuspu¨ren sind. Aus einfachen Konfigurationen wie einem
zweidimensionalen Bimaterialkerb ist jedoch erkennbar, dass sich das Verhalten einer
Multimaterialstruktur mit geometrischen und materiellen Diskontinuita¨ten grundlegend
von isotropen homogenen Strukturen unterscheiden kann. Insbesondere ko¨nnen hier so
genannte Hypersingularita¨ten auftreten – also sta¨rkere Singularita¨ten als die bekannte
Rissspitzensingularita¨t, die selbst bei einem Bimaterialkerb bereits beobachtet werden
ko¨nnen – wohingegen in homogenen Strukturen u¨blicherweise die Rissspitzensingularita¨t
als
”
worst case“ auftritt und bekannt ist. Daher ist es sehr wichtig, Multimaterialstruk-
turen immer gru¨ndlich in Bezug auf ihre Festigkeit zu untersuchen.
Dies kann zum Teil durch experimentelle Untersuchungen erfolgen. Da diese jedoch oft
sehr kostspielig sind und sich einzelne Parameter nur mit gewissem Aufwand variie-
ren lassen, ist eine bruchmechanische Bewertung vorteilhaft. Ein Parameter, der hierfu¨r
– neben beispielsweise dem Spannungskonzentrationsfaktor und der Energiefreisetzungs-
rate – herangezogen werden kann, ist die Spannungssingularita¨tsordnung. Diese ist eine
rein theoretische Gro¨ße innerhalb der linearen Elastizita¨tstheorie, hat sich jedoch als gu-
ter Indikator fu¨r potentielle Schwachstellen in Strukturen erwiesen. Die Spannungssingu-
larita¨tsordnung ist insbesondere fu¨r einige ebene Konfigurationen aus isotropen Materia-
lien bekannt, fu¨r dreidimensionale Multimaterialkonfigurationen mit linear-elastischen
und mit piezoelektrischen Materialien sind jedoch oft keine Werte in der Literatur auf-
findbar. Um Multimaterialstrukturen in der Praxis mo¨glichst umfassend bewerten zu
ko¨nnen ist es daher von Interesse, Singularita¨tsordnungen fu¨r mo¨glichst viele strukturel-
le Situationen zur Verfu¨gung zu stellen.
2 1 EINLEITUNG
Spannungssingularita¨tsordnungen ko¨nnen sowohl analytisch als auch numerisch ermit-
telt werden. Geschlossen-analytische Lo¨sungen sind natu¨rlich erstrebenswert, da sie
exakt sind und sich leicht Parameterstudien durchfu¨hren lassen, jedoch sind solche
Lo¨sungen bereits fu¨r zweidimensionale Konfigurationen mit linear-elastischen Materiali-
en aufwendig herzuleiten. Auch sind einzelne Lo¨sungen in der Literatur oft in Bezug auf
das Materialverhalten eingeschra¨nkt nutzbar. Insbesondere wenn viele leicht verschiede-
ne Konfigurationen u¨berpru¨ft werden sollen ist die Herleitung einer analytischen Lo¨sung
deutlich zu aufwendig.
Zur numerischen Ermittlung von Spannungssingularita¨tsordnungen ko¨nnen verschiede-
ne Methoden eingesetzt werden, jedoch sind ga¨ngige Verfahren wie die Finite-Elemente-
Methode nur mit Einschra¨nkungen und Nachteilen verwendbar. So muss eine Konfigu-
ration sehr fein vernetzt werden um eine vorliegende Singularita¨t u¨berhaupt zu erfas-
sen. Die Singularita¨tsordnung selbst muss aus den Ergebnissen einer Finite-Elemente-
Analyse mit weiteren Rechenschritten erst extrahiert werden. Dies macht eine umfang-
reiche Analyse der Singularita¨tsordnungen unter Variation eines Parameter wie eines
Winkels oder eines Elastizita¨tsmoduls zu einer sehr aufwendigen Angelegenheit.
Die Rand-Finite-Elemente-Methode (RFEM), die in der vorliegenden Arbeit zur Unter-
suchung verwendet wird, ist fu¨r die Ermittlung von Spannungssingularita¨tsordnungen
von Vorteil, da die Singularita¨tsexponenten innerhalb der Analyse direkt berechnet wer-
den und sie fu¨r beliebiges anisotropes linear-elastisches Materialverhalten einsetzbar ist.
Die RFEM ist eine semi-analytischen Methode, die lediglich die Vernetzung des Ran-
des einer Konfiguration erfordert. Sie liefert die Spannungssingularita¨tsordnungen eines
Punktes bei entsprechender Wahl eines innerhalb der Methode definierten A¨hnlichkeits-
zentrums mit hoher Genauigkeit bei relativ geringem Aufwand.
1.2 Stand der Forschung
In diesem Abschnitt wird der Stand der Forschung anhand der wichtigsten verfu¨gbaren
Referenzen dargestellt. Da es zu allen relevanten Themengebieten eine Vielzahl an Pu-
blikationen gibt, soll die erwa¨hnte Literatur nur einen Auszug zur besseren Einordnung
der Fragestellung dieser Arbeit liefern und erhebt keinen Anspruch auf Vollsta¨ndigkeit.
Spannungssingularita¨ten in linear-elastischen Konfigurationen
Spannungssingularita¨ten und die dazugeho¨rigen Singularita¨tsordnungen treten im Rah-
men der linearen Elastizita¨tstheorie auf. In diesem Abschnitt soll ein U¨berblick u¨ber
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bereits in der Literatur bekannte Spannungssingularita¨tsordnungen in zwei- und drei-
dimensionalen linear-elastischen Konfigurationen sowie u¨ber verwendete Methoden zur
Untersuchung von Spannungssingularita¨ten gegeben werden. Fu¨r die genaue Definition
und Bedeutung der Spannungssingularita¨tsordnungen sei auf Abschnitt 2.3 verwiesen.
Die wohl bekannteste Konfiguration, bei der eine Spannungssingularita¨t auftritt, ist die
eines Risses in homogenem linear-elastischem Material. Diese wurde bereits 1907 von
Wieghardt [100] untersucht. Williams [103] untersuchte einen Riss im Interface zweier
isotroper Materialien.
Die Situation eines zweidimensionalen ebenen unendlich ausgedehnten Keils wurde in
einer Pionierarbeit ebenso von Williams [102] sowie spa¨ter beispielsweise von Bogy
[14] und Gu und Belytschko [47] untersucht, eine allgemeine zweidimensionale Multi-
materialkonfiguration mit verschiedenen winkelfo¨rmigen Segmenten aus rein isotropen
Materialien (ein sogenannter
”
multi-material wedge“ oder
”
junction“) wurde fu¨r ver-
schiedene Randbedingungen beispielsweise von Zak und Williams [113], Bogy [13, 15],
Bogy und Wang [16], Hein und Erdogan [48], Theocaris [97], Chen und Nisitani [21]
und Munz und Yang [71] untersucht. England [38] untersuchte den Einfluss der loka-
len Geometrie und der Art der Randbedingungen auf die Spannungssingularita¨ten fu¨r
verschiedene zweidimensionale linear-elastische Probleme. Pageau u. a. [75] betrachten
die Abha¨ngigkeit der Singularita¨tsordnung von Geometrie und Materialdaten an einem
Knotenpunkt dreier Sektoren und ero¨rtern, welche Material- und Winkelkombinationen
fu¨r diese Konfiguration bezu¨glich auftretender Singularita¨tsordnungen fu¨r Anwender
vorteilhaft sind. Dempsey und Sinclair [31, 32] und Dempsey [30] untersuchen speziell
das Auftreten von logarithmischen Spannungssingularita¨ten in solchen Konfigurationen.
Picu und Gupta [76] legen das Augenmerk auf die Abha¨ngigkeit der Spannungssingula-
rita¨ten von den Winkeln der einzelnen Sektoren und zeigen Konfigurationen mit starken
Singularita¨ten (
”
supersingularities“) auf. Carpinteri und Paggi [18, 19] untersuchen den
Einfluss von Rissen innerhalb eines einzelnen Materialsektors.
Einen U¨berblick u¨ber Untersuchungen zu Multimaterialkerben sowie weiteren zweidi-
mensionalen linear-elastischen Konfigurationen mit gebietsweise isotropen Materialien,
die bereits in der Literatur untersucht wurden, liefert Sinclair [84, 85]. Auch einfache
dreidimensionale Konfigurationen wie eine Fichera-Ecke werden hier aufgefu¨hrt. Einen
U¨berblick u¨ber bekannte zweidimensionale Konfigurationen liefern auch Carpinteri und
Paggi [20].
Eine Multimaterialecke mit rein anisotropen Materialien haben beispielsweise Delale [29],
Pageau und Biggers Jr [73, 74], Ting [98] und Chen [22] untersucht. Arbeiten, in denen
sowohl isotropes als auch anisotropes Materialverhalten beru¨cksichtigt wird, sind bei-
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spielsweise Sinclair [83], Desmorat und Leckie [33], Barroso u. a. [5], Lin und Sung [58],
Poonsawat u. a. [78, 79].
Teilaspekte des ebenen Multimaterialkerb-Problems aus rein linear-elastischen gebiets-
weise isotropen Materialien sind auch heute noch Gegenstand der Forschung. So un-
tersuchen Mishuris und Kuhn [68] einen Riss im Interface zwischen zwei elastischen
Materialien im Hinblick auf die Modellierung des Interfaces, da dort entgegen ha¨ufiger
Annahme nicht immer idealer Kontakt vorliegt, und Linkov und Rybarska-Rusinek [62]
betrachten speziell numerische Aspekte fu¨r den Fall eines du¨nnen Keils, dessen Sektor-
winkel gegen Null geht ebenso wie stark inhomogene Materialeigenschaften bei mehreren
Sektoren.
Die gezielte Aufspu¨rung von optimalen Konfigurationen, also etwa die Minimierung
von auftretenden Singularita¨tsordnungen abha¨ngig von geometrischen Parametern oder
Materialdaten, ist beispielsweise Gegenstand der Arbeiten von Pageau u. a. [75] und
Carpinteri und Paggi [18].
Ein dreidimensionaler Oberfla¨chenriss wird beispielsweise von Bazˇant und Estenssoro [4]
numerisch untersucht. Eine analytische Lo¨sung fu¨r einen Mode I-Riss orthogonal zur
Oberfla¨che gibt Benthem [9] an. In einer fru¨heren Arbeit untersuchen Kassir und Sih [52]
das dreidimensionale Spannungsfeld fu¨r eine elliptische Rissfla¨che analytisch.
Eine dreidimensionale Laminatecke und dort auftretende Spannungssingularita¨ten wer-
den beispielsweise fu¨r homogenes Material und fu¨r verschiedene Eckgeometrien von
Bazˇant [3], Benthem [9] und Ghahremani [41] untersucht. Eine Bimaterialecke betrach-
ten unter anderem Somaratna und Ting [86], Barsoum [6], Ghahremani [41], Ghahre-
mani und Shih [42], Picu und Gupta [77], Koguchi u. a. [53] und Glushkov u. a. [43].
Dimitrov u. a. [35] untersuchen eine Laminatecke fu¨r anisotropes Materialverhalten und
berechnen die Singularita¨tsordnungen und -moden fu¨r verschiedene Eckenwinkel und
Faserorientierungen fu¨r Kreuz- und Winkelverbunde. Der Untersuchung der Singula-
rita¨ten an dreidimensionalen Ecken widmet sich auch die Arbeit von Leguillon [56], der
anmerkt, dass fu¨r allgemeine dreidimensionale Situationen Singularita¨tsordnungen und
zugeho¨rige Moden nur durch numerische Berechnungen ermittelt werden ko¨nnen und
die genaue Ermittlung dieser fu¨r die bruchmechanische Bewertung fundamental ist.
Der Ermittlung von Spannungssingularita¨ten in anisotropen Composites mit der Finite-
Elemente-Methode ist die Arbeit von Somaratna und Ting [86] gewidmet. Die Autoren
merken hierbei an, dass die Herleitung von analytischen Lo¨sungen fu¨r echt dreidimensio-
nale Konfigurationen schwierig ist und es u¨berwiegend analytische Lo¨sungen fu¨r Konfi-
gurationen gibt die sich auf zweidimensionale Situationen reduzieren lassen.
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Die Suche nach besonders starken Singularita¨ten ist Gegenstand der Arbeit von Le-
guillon und Sanchez-Palencia [57]. Jedoch traten fu¨r Situationen, bei denen die Autoren
starke Singularita¨ten vermuteten, wie beispielsweise eine Rissfront an einem freien Rand
und ein Zweischicht-Laminat mit einem Riss, keine besonders starken Werte auf.
Allgemein gibt es fu¨r dreidimensionale Konfigurationen insbesondere fu¨r einige spezielle
Konfigurationen wie den Oberfla¨chenriss oder eine Laminatecke durchaus einige Ar-
beiten, bei denen auch die Spannungssingularita¨tsordnungen ermittelt werden. Jedoch
sind auch noch sehr viele dreidimensionale Multimaterialkonfigurationen im Hinblick
auf Spannungssingularita¨ten und ihre Ordnungen sehr wenig erforscht. Situationen, bei
denen besonders starke Singularita¨tsordnungen – insbesondere im Bereich −1 bis −1, 5 –
vorliegen, liegen nach Sichtung der Literatur bislang nicht vor.
Zur Untersuchung von Spannungssingularita¨ten in zweidimensionalen Konfigurationen
sowie in dreidimensionalen Situationen, die sich auf zweidimensionale Konfigurationen
zuru¨ckfu¨hren lassen (also beispielsweise axialsymmetrische Ko¨rper), finden u¨berwiegend
analytische Ansa¨tze ihre Anwendung. Hierbei werden hauptsa¨chlich drei Methoden ein-
gesetzt. Die Eigenfunktion-Expansions-Methode wird bereits von Wieghardt [100] und
spa¨ter von Williams [102] verwendet, in einer neueren Arbeit untersuchen Carpinteri
und Paggi [18] damit beispielsweise einen Trimaterialkerb. Eine Mellin-Transformation
verwenden unter anderem Bogy und Wang [16] und Hein und Erdogan [48]. Mit der
Methode der komplexen Potentiale arbeiten zum Beispiel Theocaris [97], Chen und Ni-
sitani [21] und Pageau u. a. [75]. Zum Teil bilden diese Ansa¨tze jedoch nicht alle Arten
von Singularita¨ten ab und treffen einschra¨nkende Annahmen u¨ber die Art der Singula-
rita¨tsordnung, wie Sator [80] in seiner Arbeit anmerkt.
Diese Methoden sind jedoch meist nur fu¨r bestimmte Materialverhalten, beispielsweise
nur fu¨r isotrope Materialien, einsetzbar und wie zum Beispiel die komplexe Methode
fu¨r allgemeine dreidimensionale Konfigurationen nicht verwendbar. Daher werden dort
u¨berwiegend numerische Untersuchungen durchgefu¨hrt, hauptsa¨chlich mit der Finite-
Elemente-Methode und mit der Rand-Elemente-Methode. Zur Ermittlung von Span-
nungssingularita¨ten mit der Finite-Elemente-Methode lassen sich hierbei verschiedene
Ansa¨tze beobachten. So werden teilweise spezielle Elemente benutzt, die das singula¨re
Verhalten mit abbilden oder teilweise werden Methoden zur lokalen Degradation des
Gitters verwendet. Bei der Analyse mit der Finite-Elemente-Methode ist es wichtig,
sicherzustellen, dass Singularita¨ten u¨berhaupt erfasst werden. Auch mu¨ssen die Sin-
gularita¨tsordnungen bei einer Finite-Elemente-Analyse erst wieder aus den Ergebnissen
extrahiert werden und sind nicht direkt ablesbar. Finite-Elemente-Analysen werden in ei-
ner Vielzahl von Publikationen verwendet, unter anderem von Bazˇant und Estenssoro [4],
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Somaratna und Ting [86] und Dimitrov u. a. [35].
Die Rand-Finite-Elemente-Methode wurde beispielsweise von Mittelstedt und Becker
[70] zur Untersuchung von Spannungssingularita¨ten in einigen linear-elastischen Konfi-
gurationen eingesetzt. Vergleiche mit Referenzwerten aus analytischen Rechnungen und
Finite-Elemente-Analysen zeigten hierbei, dass die Rand-Finite-Elemente-Methode zur
Ermittlung von Spannungssingularita¨ten gut geeignet ist. Im Vergleich mit anderen
Methoden zeigte sich der Vorteil in der Anwendung fu¨r beliebiges anisotropes linear-
elastisches Materialverhalten und in der direkten Ausgabe der Singularita¨tsordnung im
Rahmen der Analysen.
Rand-Finite-Elemente-Methode
Die Rand-Finite-Elemente-Methode wurde urspru¨nglich im Rahmen der Bodenmecha-
nik entwickelt. Eine Herleitung der Methode in diesem Kontext unter dem Synonym
”
Consistent Infinitesimal Finite-Element Cell Method“ legen Wolf und Song [108] fu¨r
halbunendliche Konfigurationen dar. Die Herleitung fu¨r unbeschra¨nkte und beschra¨nkte
Gebiete und das Lo¨sungsverfahren finden sich in den Arbeiten Wolf und Song [110, 111]
und Wolf [105]. Eine alternative Herleitung der Methode mit dem Prinzip der virtuellen
Verru¨ckungen zeigen Deeks und Wolf [28] auf.
Das Aufbringen von Lasten innerhalb der Methode wird in den Arbeiten von Song und
Wolf [90], Doherty und Deeks [36, 37] und Deeks [26] beschrieben. Weiterentwicklungen
und Anwendungen der Methode im Bereich der Elastomechanik sind beispielsweise in
Song und Wolf [89] und Song [87] dargelegt. Weiterhin gibt es Arbeiten im Bereich
Dynamik (Wolf und Song [106, 107, 109]), Geomechanik (Wolf [104]), Diffusion (Song
und Wolf [91]) und Stro¨mungsmechanik (Deeks und Cheng [27]).
Eine Erweiterung der Methode fu¨r piezoelektrisches Materialverhalten wird zuerst in Ar-
tel und Becker [2] dargelegt, eine ausfu¨hrliche Darstellung der Herleitung und Lo¨sung der
Gleichungssysteme findet sich in Artel [1]. Zur statischen Analyse von du¨nnen Platten
wurde die Methode von Dieringer u. a. [34] erweitert.
Die Anwendung der Methode zur Analyse von Spannungsfeldern in Composites erfolgt
beispielsweise durch Lindemann und Becker [60, 61] mit Untersuchungen zum Laminat-
Randeffekt am geraden Rand sowie an Lochra¨ndern oder durch Wigger und Becker [101]
mit Untersuchungen zu Laminatecken. Die Analyse von Spannungssingularita¨ten mit-
hilfe der RFEM in rein linear-elastischen Konfigurationen wird fu¨r zweidimensionale
Situationen von Song und Wolf [92] beschrieben, und fu¨r einige zwei- und dreidimensio-
nale Situationen von Longeru u. a. [63], Mittelstedt und Becker [70] und Mittelstedt [69].
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Song und Vrcelj [88] verwenden die Methode zur Berechnung von dynamischen Span-
nungsintensita¨tsfaktoren.
Neueste Arbeiten bescha¨ftigen sich unter anderem mit der Modellierung von dynami-
schem Rissfortschritt mit der RFEM (Ooi und Yang [72]), mit der Erweiterung auf
nichtlineare Differentialgleichungen (Lin und Liao [59]) und der Modifizierung der Me-
thode fu¨r elastodynamische Probleme in dreidimensionalen geschichteten Konfiguratio-
nen (Birk und Behnke [12]).
Piezoelektrische Composites
Die Entdeckung des piezoelektrischen Effekts wird in der Literatur den Bru¨dern Jac-
ques und Pierre Curie im Jahr 1880 zugeschrieben. Sie beobachteten dieses Verhalten
zuna¨chst an Turmalin, spa¨ter auch an anderen Kristallen wie Quarz. Erste technische
Anwendungen waren piezoelektrische Resonatoren oder Ultraschallwandler mit Quarz-
kristallen, die vor allem im milita¨rischen Bereich zur Nachrichtenu¨bermittlung unter
Wasser eingesetzt wurden. Es folgte der Einsatz zur Frequenzstabilisierung im Rund-
funkbereich. Die Entwicklung von Piezokeramiken wie Blei-Zirkonat-Titanat (PZT) und
Barium-Titanat (BTO), die heute u¨berwiegend im Einsatz sind, erfolgte ungefa¨hr ab
1945. Heute finden piezoelektrische Keramiken in vielen technischen Bereichen Einsatz
als Sensoren und Aktoren. Damit besteht natu¨rlich auch versta¨rktes Interesse an der
Erforschung des Verhaltens von piezoelektrischen Bauteilen in Verbundstrukturen.
Grundlagen der Piezoelektrizita¨t finden sich in Cady [17] und Berlincourt u. a. [10]
oder Ikeda [50]. Werke mit Fokus auf dem Einsatz von piezoelektrischen Materialien in
sogenannten
”
Smart Structures“ oder adaptiven Strukturen sind beispielsweise Janocha
[51] und Srinivasan und McFarland [95].
Gopinathan u. a. [44] liefern einen U¨berblick u¨ber in der Literatur verwendete Theorien
fu¨r piezoelektrische Laminate, die zumeist Erweiterungen der klassischen Laminattheo-
rie darstellen. Darauf basierend werden zur Untersuchung von piezoelektrischen Lami-
naten und Multimaterialkonfigurationen in der Literatur u¨berwiegend Finite-Elemente-
Modellierungen genutzt. Einen U¨berblick u¨ber diese und u¨ber die Entwicklungen von
verschiedenen Elementen beispielsweise fu¨r Schalen und Platten gibt Benjeddou [8].
Einige Arbeiten widmen sich der Analyse von bruchmechanischen Vorga¨ngen in piezo-
elektrischen Strukturen. Kuna [54] bemerkt hierzu, dass piezoelektrische Bruchmechanik
ein etabliertes Gebiet ist, zur Anwendung auf realistische Risskonfigurationen jedoch ei-
ne numerische Untersuchung notwendig ist und bietet einen U¨berblick u¨ber die Literatur
zur Analyse von zwei- und dreidimensionalen Risskonfigurationen in piezoelektrischen
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Strukturen. Andere Arbeiten zu Rissen in piezoelektrischen Konfigurationen sind bei-
spielsweise Suo u. a. [96] oder Sosa und Pak [94], die jedoch nur ebene Risse in homo-
genem Material beziehungsweise in einer Bimaterialkonfiguration abdecken. Sosa [93]
untersucht ebene Konfigurationen mit Defekten.
Das Problem eines ebenen Multimaterialkerbs mit piezoelektrischem Materialverhalten
untersuchen Xu und Rajapakse [112] im Hinblick auf elektroelastische Singularita¨ten.
Ist das analoge elastische Problem bereits umfangreich untersucht, so liefert die Arbeit
von Xu und Rajapakse [112] die erste umfangreiche analytische und numerische Unter-
suchung dieser Konfiguration mit piezoelektrischem Materialverhalten.
Verschiedene Autoren widmen sich einzelnen speziellen ebenen Konfigurationen. So un-
tersuchen beispielsweise Weng und Chue [99] ebenso die Spannungssingularita¨ten in zwei-
dimensionalen Multimaterialkerben, Kuo und Barnett [55] Spannungssingularita¨ten in
Grenzfla¨chenrissen und Shang und Kitamura [82] die Spannungssingularita¨t im Interface-
Rand eines du¨nnen piezoelektrischen Films auf einem elastischen Substrat.
Einen U¨berblick u¨ber die Forschung zu piezoelektrischen Composites und insbesondere
den Randeffekt liefern Davi und Milazzo [25]. Auch hier werden zumeist Finite-Elemente-
Modellierungen verwendet. Es gibt auch Ansa¨tze mit der Rand-Elemente-Methode, die
jedoch laut Davi und Milazzo [25] einige wesentliche Aspekte wie interlaminare Span-
nungen am freien Rand nicht erfassen.
Die Analyse von piezoelektrischen Laminaten mit der Rand-Finite-Elemente-Methode
ist Gegenstand der Arbeit von Artel und Becker [2], der dafu¨r die Rand-Finite-Elemente-
Methode fu¨r piezoelektrisches Materialverhalten erweitert.
Es liegen also Arbeiten zu bruchmechanischen Themen fu¨r piezoelektrische Composi-
tes vor, diese verwenden jedoch zum einen gro¨ßtenteils die Finite-Elemente-Methode,
zum anderen ist speziell die Ermittlung von Singularita¨tsordnungen u¨berwiegend auf
ebene Konfigurationen fokussiert. Auf dem Gebiet der Ermittlung von Spannungssingu-
larita¨ten fu¨r allgemeine piezoelektrische dreidimensionale Multimaterialkonfigurationen
besteht noch Forschungsbedarf.
1.3 Ziele und Aufbau der Arbeit
Fu¨r viele Situationen stehen Singularita¨tsordnungen in der Literatur bislang noch nicht
zur Verfu¨gung. Fu¨r linear-elastische Materialien sind dies insbesondere dreidimensio-
nale Multimaterialkonfigurationen, fu¨r piezoelektrisches Materialverhalten auch bereits
einige zweidimensionale Konfigurationen. Zur bruchmechanischen Bewertung von Struk-
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turen in der Praxis ist die Kenntnis der Singularita¨tsordnung fu¨r mo¨glichst viele Konfi-
gurationen jedoch eine wichtige Voraussetzung. Daher ist ein Ziel dieser Arbeit, durch
geeignete Modellbildung weitere Singularita¨tsordnungen fu¨r Konfigurationen, in denen
sie bisher unbekannt sind, zur Verfu¨gung zu stellen.
Da weiterhin die ga¨ngigen Methoden zur Ermittlung von Singularita¨tsordnungen meist
nur eingeschra¨nkt anwendbar sind und einen hohen Rechenaufwand erfordern, besteht
Bedarf an einer effizienten Methodik zur Ermittlung der Singularita¨tsordnungen mit
mo¨glichst weitreichenden Einsatzmo¨glichkeiten. Die Rand-Finite-Elemente-Methode, die
bereits zur Untersuchung einzelner dreidimensionaler linear-elastischer Konfigurationen
sowie zur Untersuchung von Randeffekten in piezoelektrischen Laminaten erfolgreich
eingesetzt wurde, soll daher auf ihre Tauglichkeit als Analysewerkzeug fu¨r Singula-
rita¨tsordnungen in dreidimensionalen piezoelektrischen Konfigurationen weiter erforscht
werden. Insbesondere Anforderungen an Netze und resultierende Rechenzeiten sollen
hier u¨berpru¨ft werden, um zu beurteilen ob die Methodik leicht und mit begrenztem
Rechenaufwand fu¨r vielfa¨ltige Konfigurationen u¨bertragbar ist.
Bei gegebenen Konfigurationen ist es oft von Interesse wie sich die Singularita¨tsordnung
in Abha¨ngigkeit bestimmter Parameter – beispielsweise einem Winkel oder einem Mate-
rialkennwert – verha¨lt. Dies kann bei der Konstruktion hilfreiche Hinweise zu bevorzug-
ten Konfigurationen liefern. Daher sollen im Rahmen dieser Arbeit mithilfe der Rand-
Finite-Elemente-Methode fu¨r bestimmte Konfigurationen Optimierungen im Hinblick
auf eine maximale oder minimale Singularita¨tsordnung durchgefu¨hrt werden.
Da Singularita¨tsordnungen fu¨r zweidimensionale geometrische oder materielle Diskonti-
nuita¨ten ha¨ufiger bekannt sind oder deren analytische oder numerische Ermittlung mit
geringerem Aufwand durchfu¨hrbar ist als fu¨r echt dreidimensionale Konfigurationen, ist
eine interessante Fragestellung, ob es Zusammenha¨nge in Form einfacher Bildungsgesetze
an Stellen gibt, an denen zwei oder mehr zweidimensionale Diskontinuita¨ten aufeinan-
dertreffen. Falls solche Bildungsgesetze bestehen, la¨sst sich die Ermittlung von Singu-
larita¨tsordnungen in einigen dreidimensionalen Situationen auf zweidimensionale Werte
zuru¨ckfu¨hren und der Aufwand ist wesentlich geringer als eine komplette dreidimensio-
nale Analyse. Ein weiteres Ziel dieser Arbeit ist daher die Untersuchung von bestimmten
dreidimensionalen Situationen im Hinblick auf solche potenziellen Gesetzma¨ßigkeiten.
Ein weiterer Punkt von Interesse ist die Qualita¨t der auftretenden Singularita¨tsordnung
fu¨r eine Konfiguration mit piezoelektrischem Materialverhalten im Vergleich mit rein
linear-elastischem Materialverhalten. Die Frage, welchen Einfluss das Material auf die
Singularita¨tsordnung bei gleichen geometrischen Situationen hat, wird daher ebenfalls
ero¨rtert.
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Die Arbeit gliedert sich wie folgt: nach dem einleitenden Kapitel folgt eine Darstellung
der verwendeten theoretischen Grundlagen in Kapitel 2. Hier werden zuna¨chst die allge-
meinen Gleichungen der linearen Elastizita¨tstheorie sowie die Grundgleichungen fu¨r pie-
zoelektrisches Materialverhalten aufgefu¨hrt. In na¨chsten Abschnitt werden bruchmecha-
nische Grundlagen und die allgemeine Definition und Bedeutung von Spannungssingu-
larita¨ten dargestellt. Es folgt eine kurze Herleitung der Rand-Finite-Elemente-Methode
in der Erweiterung fu¨r piezoelektrisches Materialverhalten.
In Kapitel 3 werden zuna¨chst einige Anmerkungen zur verwendeten Implementierung
und Allgemeines zur Modellbildung mit der Methode aufgefu¨hrt. Es folgt eine Untersu-
chung von dreidimensionalen Konfigurationen fu¨r linear-elastische Materialien. Neben
der allgemeinen Bereitstellung von Ergebnissen fu¨r verschiedene Konfigurationen liegt
das Augenmerk auf der Analyse von Situationen, bei denen zwei zweidimensionale linien-
artige Diskontinuita¨ten an einem dreidimensionalen Interaktionspunkt aufeinandertref-
fen. Eine zentrale Frage ist hier, ob sich ein Zusammenhang der Singularita¨tsordnung
des dreidimensionalen Interaktionspunkts mit den Singularita¨tsordnungen der zweidi-
mensionalen Diskontinuita¨ten ermitteln la¨sst.
Die Ermittlung maximaler Singularita¨tsordnungen in verschiedenen zwei- und dreidimen-
sionalen Konfigurationen mit linear-elastischen Materialien wird in Kapitel 4 vorgestellt.
Variable Parameter sind hierbei geometrische Gro¨ßen wie Winkel oder Materialdaten wie
der Elastizita¨tsmodul.
Die Betrachtung von piezoelektrischen Konfigurationen wird in Kapitel 5 dargelegt. Hier
ist eine zentrale Fragestellung, inwieweit sich die Singularita¨tsordnungen fu¨r bestimmte
geometrische Situationen fu¨r piezoelektrisches Materialverhalten von den Werten fu¨r
linear-elastisches Materialverhalten unterscheiden und welche allgemeinen Ru¨ckschlu¨sse
sich daraus gegebenenfalls auf den Einfluss von piezoelektrischem Materialverhalten auf
die auftretenden Singularita¨tsordnungen ziehen lassen.
In Kapitel 6 folgt eine Zusammenfassung der Arbeit mit einem Ausblick auf weitere
interessante Fragestellungen, die sich daraus ergeben.
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2 Theoretische Grundlagen
In diesem Kapitel werden zuna¨chst die notwendigen Grundgleichungen der linearen Ela-
stizita¨tstheorie, in deren Rahmen die Analyse von Spannungssingularita¨ten durchgefu¨hrt
wird, dargestellt. Anschließend werden die Feldgleichungen fu¨r piezoelektrisches Materi-
alverhalten aufgefu¨hrt. Einige Grundlagen der Bruchmechanik werden dargelegt, um die
Definition und Bedeutung von Spannungssingularita¨ten zu erla¨utern. Es folgt eine kurze
Herleitung der Rand-Finite-Elemente-Methode in der Erweiterung fu¨r piezoelektrisches
Materialverhalten.
2.1 Grundgleichungen der linearen Elastizita¨tstheorie
Grundlagen der linearen Elastizita¨tstheorie sind in zahlreichen Werken dargestellt und
werden daher hier nur skizziert. Ausfu¨hrliche Darlegungen finden sich zum Beispiel
in Becker und Gross [7], Betten [11], Eschenauer und Schnell [39] oder Green und Zerna
[45].
Ein allgemeines linear-elastisches Problem la¨sst sich durch einen Satz an Feldgleichun-
gen – den Gleichgewichtsbedingungen, der Kinematik und einem Materialgesetz – und
zugeho¨rigen Randbedingungen beschreiben. Im statischen Fall lauten die Gleichgewichts-
bedingungen
σij,j + fi = 0, i = 1, 2, 3, j = 1, 2, 3, (2.1)
wobei σij die Komponenten des symmetrischen Cauchy’schen Spannungstensors σ und
fi die Komponenten der Volumenkraft f darstellen. Die geometrisch lineare Kinematik
ist durch
εij =
1
2
(ui,j + uj,i), i = 1, 2, 3 , j = 1, 2, 3 (2.2)
gegeben. Hier sind εij die Komponenten des linearisierten Verzerrungstensors ε und ui
die Komponenten des Verschiebungsvektors u. Da dieses Gleichungssystem kinematisch
u¨berbestimmt ist, mu¨ssen zusa¨tzlich die Kompatibilita¨tsbedingungen
εij,kl + εkl,ij − εik,jl − εjl,ik = 0 (2.3)
erfu¨llt werden.
Das Materialverhalten wird durch das Elastizita¨tsgesetz in allgemeiner Form
σij = cijklεkl, i = 1, 2, 3 , j = 1, 2, 3 (2.4)
beschrieben. cijkl sind hierbei die Komponenten des Elastizita¨tstensors c vierter Stufe.
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Da der Spannungstensor σ aufgrund der Forderung nach lokalem Momentengleichge-
wicht symmetrisch ist (σij = σji), besitzt er sechs unabha¨ngige Komponenten und la¨sst
sich wie folgt darstellen
σ =

 σ11 σ12 σ13σ12 σ22 σ23
σ13 σ23 σ33

 . (2.5)
Der linearisierte Verzerrungstensor ε wiederum ist laut Definition symmetrisch und so-
mit darstellbar als
ε =

 ε11 ε12 ε13ε12 ε22 ε23
ε13 ε23 ε33

 . (2.6)
Durch die Symmetrien des Cauchy’schen Spannungstensors und des linearisierten Verzer-
rungstensors gelten auch fu¨r den Elastizita¨tstensor Symmetriebedingungen, sodass von
81 Komponenten nur 36 voneinander unabha¨ngig sind und der Elastizita¨tstensor als
Steifigkeitsmatrix C dargestellt werden kann. Bei Existenz einer Forma¨nderungsenergie
ist diese Steifigkeitsmatrix weiterhin symmetrisch und es verbleiben maximal 21 un-
abha¨ngige Komponenten. Oft wird daher fu¨r das Elastizita¨tsgesetz (2.4) auch die fol-
gende Darstellung in Voigt-Notation gewa¨hlt:
σi = Cijεj, i = 1, 2, . . . , 6 , j = 1, 2, . . . , 6, (2.7)
wobei Cij hier die Komponenten der symmetrischen Steifigkeitsmatrix C darstellen und
die einfach indizierten Spannungen und Verzerrungen in folgender Vektorform notiert
werden:
[σ1, σ2, σ3, σ4, σ5, σ6]
T = [σ11, σ22, σ33, σ23, σ13, σ12]
T , (2.8)
[ε1, ε2, ε3, ε4, ε5, ε6]
T = [ε11, ε22, ε33, 2ε23, 2ε13, 2ε12]
T . (2.9)
Diese Darstellung wird auch im Weiteren zur Herleitung der Rand-Finite-Elemente-
Methode verwendet.
Mechanische Randbedingungen, die ebenso zur Beschreibung eines linear-elastischen
Problems notwendig sind, ko¨nnen fu¨r Verschiebungen oder Kra¨fte formuliert werden.
U¨blicherweise wird hierbei auf Teilen der Ko¨rperoberfla¨che ∂V der Spannungsvektor t
oder der Verschiebungsvektor u vorgegeben.
Fu¨r ebene Strukturen, deren Geometrie in z-Richtung unvera¨nderlich ist, liegt ein ebener
Verzerrungszustand (EVZ) vor, wenn sie nur in ihrer Ebene belastet sind und Verschie-
bungen in z-Richtung verhindert sind. Fu¨r diesen Fall sind die anderen Verschiebungs-
komponenten von z unabha¨ngig (u3 = 0, u1 = u1(x, y), u2 = u2(x, y)) und nur die
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Verzerrungen εx, εy und γxy verschwinden nicht. Dadurch verbleiben nur noch die fol-
genden drei Gleichungen fu¨r das Elastizita¨tsgesetz
εx =
1− ν2
E
(
σx −
ν
1− ν
σy
)
, (2.10)
εy =
1− ν2
E
(
σy −
ν
1− ν
σx
)
,
γxy =
2(1 + ν)
E
τxy.
τxy ist hierbei eine Schubspannungskomponente von σ, γxy = 2εxy die technische Glei-
tung, E der Elastizita¨tsmodul und ν die Querkontraktionszahl.
Die Gleichgewichtsbedingung in z-Richtung ist beim EVZ identisch erfu¨llt und die Be-
dingungen in x- und y-Richtung vereinfachen sich zu
σxx,x + τxy,y + fx = 0, τxy,x + σyy,y + fy = 0. (2.11)
Die Kompatibilita¨tsbedingungen reduzieren sich fu¨r den EVZ auf die Gleichung
εxx,yy + εyy,xx − γxy,xy = 0. (2.12)
Wird ein elastischer Ko¨rper aus einem verzerrungslosen Ausgangszustand deformiert,
so leisten die Spannungen die Arbeit U pro Volumeneinheit, die sich wie folgt durch
Integration ergibt (siehe z.B. [7]):
U =
∫
ε
0
σijdεij. (2.13)
U = U(εij) wird als Forma¨nderungsenergiedichte bezeichnet. Da diese bei einem ela-
stischen Ko¨rper nicht von der Deformationsgeschichte abha¨ngt, ist dU = σijdεij ein
vollsta¨ndiges Differential der Form
σijdεij = dU =
∂U
∂εij
dεij (2.14)
und es folgt fu¨r die Spannungen
σij =
∂U
∂εij
. (2.15)
Fu¨r linear-elastisches Materialverhalten gilt fu¨r die Forma¨nderungsenergiedichte
U =
1
2
σijεij. (2.16)
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2.2 Piezoelektrisches Materialverhalten
Bei piezoelektrischen Materialien treten neben den eingefu¨hrten mechanischen Feld-
gro¨ßen noch elektrische Feldgro¨ßen auf. Charakteristisch ist hier, dass sich die me-
chanischen und die elektrischen Gro¨ßen gegenseitig beeinflussen. Hat bei einem rein
elastischen Material beispielsweise eine Verzerrung eine Auswirkung auf das Spannungs-
feld, so kann bei piezoelektrischem Verhalten durch mechanische Deformation auch ein
elektrisches Feld entstehen. Dies ist der sogenannte piezoelektrische Effekt. Verursacht
umgekehrt das Aufbringen eines elektrischen Feldes eine Verzerrung, spricht man vom
inversen piezoelektrischen Effekt. Ersterer wird fu¨r Sensoren, letzterer fu¨r Aktoren ge-
nutzt.
Die Definition der elektrischen Feldgro¨ßen und die Standardgleichungen fu¨r piezoelektri-
sches Materialverhalten sind in ga¨ngigen Physiklehrbu¨chern wie beispielsweise in Gert-
hsen [40] oder Hering u. a. [49] zu finden.
Statt des Elastizita¨tsgesetzes (2.7) wird das Materialverhalten nun durch die Gleichun-
gen
σ = Cε− eTE, (2.17)
D = eε+ ǫE
beschrieben (siehe z.B. Benjeddou [8]). Hier treten neben den bekannten mechanischen
Gro¨ßen die elektrische Feldsta¨rke E und die dielektrische Verschiebung (oder auch
Flussdichte) D sowie die Matrix der dielektrischen Konstanten ǫ und die piezoelektri-
sche Matrix e auf. Bei den zwei letzten Gro¨ßen handelt es sich um Materialkonstanten.
Die Gleichungen sind wie die elastischen Materialgesetze auf den linearen Bereich be-
schra¨nkt, außerdem wird unvera¨nderliche Polarisierung vorausgesetzt.
Die Gro¨ßen elektrische Feldsta¨rke E und die dielektrische Verschiebung D sind hierbei
Vektoren der Form
E =
[
E1, E2, E3
]T
, D =
[
D1, D2, D3
]T
. (2.18)
Fu¨r das piezoelektrische Material wird transversal isotropes Materialverhalten mit der
Polarisationsrichtung in z-Richtung angenommen. Die Materialkonstanten lassen sich
dann wie folgt darstellen:
ǫ =

 ǫ11 0 00 ǫ22 0
0 0 ǫ33

 , e =

 0 0 0 0 e15 00 0 0 e15 0 0
e31 e31 e33 0 0 0

 . (2.19)
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Zur Bedingung (2.1) fu¨r elastostatisches Gleichgewicht kommt die Bedingung fu¨r elek-
trostatisches Gleichgewicht
Di,i − q = 0, i = 1, 2, 3 (2.20)
hinzu. q ist hierbei die Raumladung.
Die elektrische Feldsta¨rke E kann wie folgt durch das elektrische Potential ϕ dargestellt
werden:
Ei = −ϕ,i i = 1, 2, 3. (2.21)
Elektrische Randbedingungen werden u¨blicherweise fu¨r das Potential ϕ oder die Nor-
malkomponente Dn der dielektrischen Verschiebung aufgestellt.
2.3 Spannungssingularita¨ten in der linear-elastischen Bruch-
mechanik
Zum Versta¨ndnis von Spannungssingularita¨ten und deren Singularita¨tsordnungen wer-
den hier grundlegende Definitionen der Bruchmechanik aufgefu¨hrt. Fu¨r ausfu¨hrliche
Darlegungen der linearen Bruchmechanik sei auf Fachliteratur wie beispielsweise Gross
und Seelig [46] verwiesen.
Es handelt sich bei den betrachteten Spannungssingularita¨ten um rein theoretische
Pha¨nomene, da in einer realen Struktur stets plastisches Fließen oder Versagen auf-
tritt, bevor das Spannungsfeld lokal einen singula¨ren Wert annehmen kann. Da sich
Spannungssingularita¨ten trotz ihrer theoretischen Natur jedoch als guter Indikator fu¨r
potentielle Schwachstellen in Konfigurationen erwiesen haben, ist eine theoretische Un-
tersuchung berechtigt und sinnvoll.
Singularita¨ten im Spannungsfeld ko¨nnen hierbei einerseits durch konzentrierte a¨ußere
Lasten verursacht werden – so wird eine Struktur durch eine Punktlast offensichtlich
lokal hoch beansprucht – und andererseits durch materielle oder geometrische Diskon-
tinuita¨ten in einer Struktur, beispielsweise einem Material-Interface oder einer Kerbe.
Hierbei sind Singularita¨ten, die durch a¨ußere Lasten entstehen, u¨blicherweise leicht auf-
zuspu¨ren, wohingegen das Vorliegen einer Spannungssingularita¨t bei geometrischen oder
materiellen Diskontinuita¨ten nicht immer auf den ersten Blick ersichtlich ist. Im Rah-
men dieser Arbeit sind nur die Singularita¨ten, die durch den Aufbau einer Struktur
entstehen, von Interesse.
Wenn Spannungssingularita¨ten auftreten, ko¨nnen die asymptotischen lokalen Verschie-
bungs- und Spannungsfelder zweidimensional mit Polarkoordinaten r, ϕ oder dreidimen-
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sional mit Kugelkoordinaten r, ϕ1, ϕ2 wie folgt dargestellt werden (die Singularita¨t liegt
hierbei bei r = 0, siehe Abbildung 1):
ui =
∞∑
m=1
Kmr
λmgim(ϕ1, ϕ2) , σij =
∞∑
m=1
Kmr
λm−1fijm(ϕ1, ϕ2) . (2.22)
Abbildung 1: Kugelkoordinatensystem mit Ursprung im Zentrum der Singularita¨t.
Hierbei wird in radialer Richtung ein Exponentialansatz verwendet. Die Funktionen
gim and fijm stellen die Variation u¨ber den Winkel dar. Die Spannungssingularita¨ten
werden durch die generalisierten Spannungsintensita¨tsfaktoren Km sowie die Singula-
rita¨tsordnungen oder -exponenten charakterisiert. Letztere sind allgemein komplexe Zah-
len der Form (Re(λm)− 1, Im(λm)). Bei homogenen linear-elastischen Konfigurationen
sind die Eigenwerte rein reell, bei allgemeinen Konfigurationen treten jedoch auch kom-
plexwertige Werte auf. Liegen Imagina¨rteile vor, oszillieren die Spannungen im Bereich
des Zentrums der Singularita¨t.
Singula¨re Spannungen liegen vor, wenn 0 > Re(λm) − 1 > −1. Die obere Grenze er-
gibt sich aus der Funktion: fu¨r Re(λm) − 1 > 0 bleiben die Werte der Spannungen
mit σij ∼ r
Re(λm)−1 endlich. Damit ist der Bereich Re(λm) − 1 > 0 fu¨r die Untersu-
chungen von Spannungssingularita¨ten nicht relevant. Die untere Grenze ergibt sich aus
der Forderung, dass die Forma¨nderungsenergie beschra¨nkt sein muss. Hierfu¨r muss die
Forma¨nderungsenergiedichte in einem Bereich um das Zentrum der Singularita¨t inte-
grierbar sein.
Die Forma¨nderungsenergie WF ergibt sich durch Integration u¨ber das Volumen V aus
der Forma¨nderungsenergiedichte
WF =
∫
V
UdV. (2.23)
Da σij ∼ r
Re(λm)−1 und ebenso εij ∼ r
Re(λm)−1, gilt mit Gleichung (2.16) U ∼ r2(Re(λm)−1).
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Fu¨r Polarkoordinaten ist dV ∼ rdr, fu¨r Kugelkoordinaten gilt dV ∼ r2dr. Also gilt fu¨r
den Integrand UdV
UdV ∼ r2(Re(λm)−1)+1dr in 2D, (2.24)
UdV ∼ r2(Re(λm)−1)+2dr in 3D (2.25)
und demnach fu¨r die Forma¨nderungsenergie
WF ∼ r
2(Re(λm)−1)+2 in 2D, (2.26)
WF ∼ r
2(Re(λm)−1)+3 in 3D. (2.27)
Um die Forderung einer beschra¨nkten Forma¨nderungsenergie zu erfu¨llen, muss der Expo-
nent von r gro¨ßer null sein. Hieraus ergibt sich fu¨r die Singularita¨tsordnung Re(λm)− 1
Re(λm)− 1 > −1 in 2D, (2.28)
Re(λm)− 1 > −1, 5 in 3D. (2.29)
Es sei angemerkt, dass in der Literatur teilweise die Notation mit λ auch so verwendet
wird, dass σij ∼ r
Re(λ) und ui ∼ r
Re(λ)+1 gilt und Re(λ) somit dem Ausdruck Re(λm)−1
entspricht. In den folgenden Kapiteln wird zur Darstellung der Ergebnisse die Notation
mit λ verwendet, sodass 0 > Re(λ) > −1 gilt.
Bei Betrachtung der Reihendarstellung in Gleichung (2.22) ist ersichtlich, dass mehrere
Terme und Eigenwerte zu singula¨ren Werten fu¨hren ko¨nnen. Wenn mehrere Eigenwerte
zu singula¨ren Spannungen fu¨hren, ist jeweils der betragsma¨ßig gro¨ßte fu¨r die Singula-
rita¨tsordnung ausschlaggebend, da dieser im Abklingverhalten dominiert. In den Unter-
suchungen der vorliegenden Arbeit werden u¨blicherweise der Vollsta¨ndigkeit halber alle
ermittelten Eigenwerte dargestellt, die zu singula¨ren Spannungen fu¨hren.
Ein bekanntes Beispiel ist die Singularita¨t an einer Rissspitze, hier gilt σij ∼ r
−0,5
und die Rissspitzensingularita¨tsordnung ist somit −0, 5. Da dieser Wert in ebenen ho-
mogenen linear-elastischen Konfigurationen die sta¨rkste Singularita¨tsordnung ist, die
auftreten kann, und somit eine besondere Rolle einnimmt, wird die Rissspitzensingula-
rita¨t oft als Vergleichswert fu¨r andere Singularita¨tsordnungen herangezogen. So werden
Singularita¨ten mit betragsma¨ßig kleineren Singularita¨tsordnungen als die Rissspitzen-
singularita¨tsordnung, also 0 > Re(λm) − 1 > −0, 5, als schwache Singularita¨ten be-
zeichnet, wohingegen Singularita¨ten mit Werten im Bereich −0, 5 > Re(λm) − 1 > −1
(bzw. −0, 5 > Re(λm)− 1 > −1, 5 im Dreidimensionalen) als starke Singularita¨ten oder
Hypersingularita¨ten bezeichnet werden.
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Es kann auch eine logarithmische Singularita¨t auftreten, sodass ein Zusammenhang
zwischen Spannung und Radial-Koordinate in der Form σij ∼ r
λ−1 ln r besteht. Sol-
che treten an U¨bergangsstellen von reellen zu komplexwertigen Eigenwerten auf (siehe
z.B. Dempsey [30]). U¨blicherweise sind diese Singularita¨ten jedoch schwa¨cher als rei-
ne Potenzsingularita¨ten (vgl. Sinclair [84] oder Sator [80]). Da sie eben nur an spezi-
ellen U¨bergangspunkten auftreten, sind sie allerdings in der Regel schwieriger aufzu-
decken. Innerhalb der Analysen mit der Rand-Finite-Elemente-Methode werden loga-
rithmische Singularita¨ten implizit durch Verzweigungspunkte bei den berechneten Sin-
gularita¨tsordnungen abgebildet. Fu¨r das Auftreten von logarithmischen Singularita¨ten
ko¨nnen Bedingungen formuliert werden, da sie mit mehrfachen Nullstellen des Eigenwert-
problems zusammenha¨ngen. Dies soll hier jedoch nicht weiter ero¨rtert werden, da das
Hauptaugenmerk im Rahmen dieser Arbeit auf der Ermittlung der Singularita¨tsexpo-
nenten Re(λm)− 1 liegt.
Insgesamt ist die Singularita¨tsordnung einer Spannung nicht der einzige Parameter, der
zur bruchmechanischen Bewertung beno¨tigt wird. Fu¨r die ga¨ngigen Kriterien werden
ebenso weitere Parameter wie die generalisierten Spannungsintensita¨tsfaktoren, die das
Spannungsfeld charakterisieren, beno¨tigt. Die Singularita¨tsordnungen alleine ko¨nnen je-
doch bereits fu¨r eine erste grobe Einscha¨tzung zur Kritikalita¨t einer Situation herange-
zogen werden. In jedem Fall ist die Kenntnis der Singularita¨tsordnungen fu¨r die bruch-
mechanische Bewertung einer Struktur notwendig.
In piezoelektrischen Strukturen ko¨nnen sowohl die Spannungen als auch elektrische Feld-
gro¨ßen singula¨r werden. Es kann dann sowohl mechanisches Versagen als auch dielek-
trisches Versagen auftreten. Analog zu den Spannungen mit σij ∼ r
Re(λm)−1 und den
Verschiebungen mit uij ∼ r
Re(λm) gilt hier Di ∼ r
Re(λm)−1 fu¨r die dielektrische Verschie-
bung D und ϕ ∼ rRe(λm) fu¨r das elektrische Potential ϕ. Fu¨r einen Riss mit impermea-
blen Ra¨ndern gilt beispielsweise Di ∼ r
−0,5 (vgl. Gross und Seelig [46] oder Sosa und
Pak [94]), sodass die dielektrische Verschiebung die gleiche Singularita¨tsordnung wie die
Spannungen besitzt.
2.4 Rand-Finite-Elemente-Methode fu¨r piezoelektrische Pro-
bleme
Die Rand-Finite-Elemente-Methode ist eine semi-analytische Methode, welche die Vor-
teile der Finite-Elemente-Methode mit denen der Rand-Elemente-Methode vereint. Sie
wurde von Wolf und Song [108] entwickelt und von Artel und Becker [2] fu¨r piezoelek-
trisches Materialverhalten erweitert. Die Methode basiert auf einer starken Form in
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radialer Richtung oder auch Skalierungsrichtung und einer schwachen Form in die an-
deren Richtungen. Somit ist nur eine Diskretisierung des Randes beziehungsweise der
Oberfla¨che erforderlich. Im Unterschied zur Rand-Elemente-Methode bedarf es jedoch
keiner Fundamentallo¨sung. Voraussetzung zur Anwendbarkeit der Methode ist, dass die
betrachtete Struktur ein A¨hnlichkeitskriterium erfu¨llt: die Struktur muss in Bezug auf
einen diskreten Punkt, das sogenannte A¨hnlichkeitszentrum, skalierbar sein. Die Rand-
Finite-Elemente-Methode ist fu¨r beliebiges anisotropes linear-elastisches Materialverhal-
ten einsetzbar.
Spannungssingularita¨tsordnungen ko¨nnen anhand der RFEM mit geringem Aufwand
und hoher Genauigkeit ermittelt werden, wenn das A¨hnlichkeitszentrum direkt in das
Singularita¨tszentrum gelegt wird. Die Rand-Finite-Elemente-Methode kann zur Analyse
von Situationen herangezogen werden, wo andere Methoden nicht einsetzbar sind. Im
Allgemeinen ist zudem der Aufwand geringer als bei anderen Methoden wie beispielswei-
se der Finite-Elemente-Methode. Dies ist zum einen darin begru¨ndet, dass die Methode
die Problemdimension durch die Vernetzung des Randes um eins reduziert, zum ande-
ren erzielt bereits eine relativ grobe Vernetzung im A¨hnlichkeitszentrum sehr genaue
Ergebnisse, wohingegen bei anderen Methoden eine sehr genaue Vernetzung erforderlich
ist, um eine Singularita¨t u¨berhaupt zu erfassen.
Die Herleitung der Methode fu¨r den elastostatischen Fall wird in Deeks und Wolf [28]
in Anlehnung an die Finite-Elemente-Methode mit Energieprinzipien dargestellt. Die
Anwendung der Finite-Elemente-Methode fu¨r piezoelektrisches Materialverhalten wird
in Benjeddou [8] erla¨utert. Diese beiden Vorgehen werden von Artel [1] zur Herleitung
der Rand-Finite-Elemente-Methode fu¨r piezoelektrisches Materialverhalten genutzt. Im
Folgenden wird die Herleitung fu¨r piezoelektrisches Material ohne Volumenlasten und
Lage des A¨hnlichkeitszentrums innerhalb des Gebiets skizziert. Fu¨r Details der Herlei-
tung ebenso wie fu¨r das Vorliegen mechanischer oder elektrischer Volumenlasten sowie
fu¨r eine Lage des A¨hnlichkeitszentrums außerhalb des Kontinuums sei auf die genannte
Literatur verwiesen.
Die Standardgleichungen fu¨r piezoelektrisches Material (2.17) und die Bedingungen (2.1)
und (2.20) fu¨r elastostatisches und elektrostatisches Gleichgewicht fu¨hren zusammen
mit den geometrisch linearen kinematischen Gleichungen (2.2) und der Darstellung der
elektrischen Feldsta¨rke durch das elektrische Potential (2.21) auf die folgende schwache
Form des Gleichgewichts∫
Ω
δεT
(
Cε− eTE
)
dΩ =
∫
Ω
δuT fdΩ +
∫
Γ
δuT tdΓ (2.30)∫
Ω
δET (eε+ ǫE) dΩ =
∫
Ω
qδϕdΩ +
∫
Γ
QδϕdΓ (2.31)
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Hierbei ist Ω das Gebiet und Γ der Rand des betrachteten Kontinuums, Q die Ober-
fla¨chenladung und t der Spannungsvektor.
Durch die Einfu¨hrung der Koordinaten ξ in Skalierungsrichtung sowie η und ζ entlang
des Randes Γ (siehe Abb. 2 fu¨r eine Darstellung des zweidimensionalen Falles mit ξ und
η) sowie die Darstellung des Randes durch eine Menge von Punkten (x0+xS), (y0+ yS)
und (z0 + zS) ko¨nnen die Koordinaten innerhalb des Gebiets aus einem kartesischen
Koordinatensystem wie folgt transformiert werden:
x = x0 + ξxS(η, ζ),
y = y0 + ξyS(η, ζ), (2.32)
z = z0 + ξzS(η, ζ).
Hier sind (x0, y0, z0) die Koordinaten des A¨hnlichkeitszentrums S, n ist der Richtungs-
vektor in Skalierungsrichtung und ξ ist der Skalierungsfaktor in radialer Richtung (siehe
z.B. Deeks und Wolf [28]).
Abbildung 2: Skalierte Randkoordinaten in 2D.
Die Diskretisierung des Randes erfolgt durch eine na¨herungsweise Darstellung der Geo-
metrie mithilfe der Ansatzfunktionen h sowie der Vektoren x, y und z der Knotenkoor-
dinaten in der Form
x = x0 + ξh
T (η, ζ)x,
y = y0 + ξh
T (η, ζ)y, (2.33)
z = z0 + ξh
T (η, ζ)z.
Einsetzen der folgenden Na¨herung der Verschiebungen ui und des elektrischen Potentials
ϕmithilfe der Ansatzfunktionen h und der analytischen Knotenverschiebungsfunktionen
wh(ξ)
w(ξ, η, ζ) ≈ hT (η, ζ)wh(ξ) mit w = [u1, u2, u3, ϕ]
T (2.34)
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sowie einer analogen Na¨herung fu¨r die virtuellen Gro¨ßen in die schwache Form des
Gleichgewichts (2.30) und (2.31) fu¨hrt ohne Volumenkra¨fte und -ladungen durch einige
Umformungen und partielle Integration auf die Gleichung∫ 1
ξ=0
δwT
[
E0ξ
2wh(ξ),ξξ +
(
2E0 + E
T
1 − E1
)
ξwh(ξ),ξ +
(
ET1 −E2
)
wh(ξ)
]
dξ
= δwT [E0wh,ξ + E
T
1wh]. (2.35)
Die Systemsteifigkeitsmatrizen E0, E1 und E2 sind wie folgt definiert:
E0 =
∫
Γ
BT1HB1|J|dηdζ,
E1 =
∫
Γ
BT2HB1|J|dηdζ, (2.36)
E2 =
∫
Γ
BT2HB2|J|dηdζ
mit der Jacobi-Matrix J
J =


∂x
∂ξ
∂y
∂ξ
∂z
∂ξ
∂x
∂η
∂y
∂η
∂z
∂η
∂x
∂ζ
∂y
∂ζ
∂z
∂ζ

 , (2.37)
der Hilfsmatrix H, die das konstitutive elektrisch-elastische Verhalten beschreibt,
H =
(
C −eT
e ǫ
)
, (2.38)
mit den Verschiebungs-Verzerrungs-Operator-Matrizen B1 und B2
B1 = Lξh
T (η, ζ),
B2 = Lη
∂hT (η, ζ)
∂η
+ Lζ
∂hT (η, ζ)
∂ζ
(2.39)
und dem linearen Operator L
L =


∂
∂x
0 0 0 ∂
∂z
∂
∂y
0 0 0
0 ∂
∂y
0 ∂
∂z
0 ∂
∂x
0 0 0
0 0 ∂
∂z
∂
∂y
∂
∂x
0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 - ∂
∂x
- ∂
∂y
- ∂
∂z


T
, (2.40)
der ebenso auf folgende Darstellung in skalierten Rand-Koordinaten umgeformt werden
kann
L = Lξ
∂
∂ξ
+ Lη
∂
∂η
+ Lζ
∂
∂ζ
. (2.41)
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Die Matrizen Lξ, Lη und Lζ beinhalten hierbei Komponenten der inversen Jacobi-Matrix
J−1.
Da Gleichung (2.35) fu¨r beliebige kinematisch zula¨ssige virtuelle Vera¨nderliche gelten
muss, resultieren aus der linken Seite folgende Euler-Cauchy-Differentialgleichungen
E0ξ
2wh,ξξ +
[
2E0 + E
T
1 − E1
]
ξwh,ξ −
[
E2 − E
T
1
]
wh = 0. (2.42)
Diese besitzen eine Lo¨sung der Art
wh(ξ) = ξ
λkΦk (2.43)
mit einem Potenzansatz bezu¨glich ξ. λk ist ein modaler Exponent in radialer Richtung
und der Vektor Φk stellt die Verschiebungsmoden dar. Dies fu¨hrt auf das quadratische
Eigenwertproblem
[
λ2kE0 + λk(E0 + E
T
1 − E1)− (E2 − E
T
1 )
]
Φk = 0, (2.44)
welches durch Standardverfahren fu¨r Eigenwertprobleme gelo¨st werden kann.
Der Vorteil der Rand-Finite-Elemente-Methode zur Ermittlung der Singularita¨tsord-
nungen liegt darin, dass die Eigenwerte λk innerhalb des Lo¨sungsverfahrens automa-
tisch mit hoher Genauigkeit bestimmt werden. Somit liefert die Methode fu¨r die Singu-
larita¨tsordnungen im A¨hnlichkeitszentrum sehr genaue Ergebnisse.
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3 Analyse von zwei- und dreidimensionalen linear-
elastischen Konfigurationen
In diesem Kapitel werden rein linear-elastische Konfigurationen betrachtet. Vor der
eigentlichen Modellbildung wird zuna¨chst die verwendete Implementierung der Rand-
Finite-Elemente-Methode vorgestellt. Da bei einer semi-analytischen Methode ebenso
wie bei einer numerischen Methode die Herausforderung oft in der korrekten Anwendung
liegt – bei der Finite-Elemente-Methode beispielsweise ist eine geeignete Diskretisierung
entscheidend – folgen einige Anmerkungen zu Besonderheiten der Anwendung.
Nach einigen zwei- und dreidimensionalen Benchmark-Beispielen liegt der Fokus auf der
Analyse von dreidimensionalen Situationen. Hier sollen einerseits bislang in der Literatur
unbekannte Singularita¨tsordnungen fu¨r dreidimensionale Multimaterialkonfigurationen
bereit gestellt werden. Zum anderen werden dreidimensionale Situationen, in denen zwei
oder mehr zweidimensionale linienartige geometrische oder materielle Diskontinuita¨ten
an einem dreidimensionalen Interaktionspunkt aufeinandertreffen, untersucht. Ziel ist
es dabei, festzustellen ob ein Zusammenhang zwischen den Singularita¨tsordnungen der
zweidimensionalen Diskontinuita¨ten und der Singularita¨tsordnung am dreidimensionalen
Interaktionspunkt besteht.
3.1 Implementierung und Verifikation der Rand-Finite-Elemen-
te-Methode
Fu¨r die Rand-Finite-Elemente-Methode existiert zurzeit keine kommerzielle Software,
auf die zuru¨ckgegriffen werden kann, da sie bislang vorrangig in ausgewa¨hlten Spezial-
bereichen Anwendung findet. Die Modellbildung und Analyse im Rahmen dieser Arbeit
erfolgte mit dem Programm Caesar, einer Fortran-Implementierung der Rand-Finite-
Elemente-Methode in der Formulierung fu¨r piezoelektrisches Materialverhalten. Caesar
wurde von Artel [1] zur Analyse von piezoelektrischen Laminaten am Fachgebiet Struk-
turmechanik der TU Darmstadt entwickelt.
Die Diskretisierung der untersuchten Konfigurationen erfolgt sowohl mit dem kommer-
ziellen Programm Abaqus/CAE als auch manuell und mit eigens erstellten Vernet-
zungsroutinen. Fu¨r das Postprocessing wurde neben eigenen Hilfsroutinen u¨berwiegend
MATLAB verwendet.
Die zweidimensionalen Untersuchungen erfolgten mit C2-Kontinuumselementen mit zwei
Knoten und linearen Ansatzfunktionen, die dreidimensionalen mit C4-Kontinuumsele-
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menten mit bilinearen Ansatzfunktionen. Als Freiheitsgrade besitzen die Elemente zwei
beziehungsweise drei Verschiebungskomponenten. Es wird eine Gauss-Integration mit
einem beziehungsweise vier Integrationspunkten durchgefu¨hrt. Ho¨herwertige Elemente
oder Dreieckselemente sind in der aktuellen Version von Caesar noch nicht implementiert,
sind jedoch fu¨r die Analyse von Singularita¨tsordnungen auch nicht erforderlich.
Fu¨r die zweidimensionalen Konfigurationen wird im Allgemeinen zur Berechnung ein
ebener Verzerrungszustand zugrunde gelegt, fu¨r die dreidimensionalen Konfigurationen
wird der eines elastischen dreidimensionalen Kontinuums ausgewa¨hlt. Die Wahl der
Lastfa¨lle beziehungsweise der Randbedingungen spielt fu¨r die Ermittlung der Singu-
larita¨tsordnungen keine Rolle und wird daher außen vor gelassen.
Die Rechenzeiten des Programms Caesar bewegen sich auf einem Intel(R) Pentium(R) 4
CPUs 3.00GHz, 1GB RAMRechner ebenso wie auf einem 1x Dual Core AMDOpteronTM
Processor 280, 2.4GHz, 16GB RAM Rechner fu¨r die untersuchten Konfigurationen zwi-
schen einigen Sekunden fu¨r einfache zweidimensionale Analysen bis hin zu einigen Stun-
den fu¨r manche dreidimensionale Konfigurationen. Dabei kann das Programm im Hin-
blick auf Rechenzeiten zum Beispiel durch Verbesserung der numerischen Gleichungslo¨ser
bei Bedarf noch optimiert werden. Auch in der jetzigen Version ist jedoch die Untersu-
chung von verschiedenen Konfigurationen mit Variation von Material- oder Geometrie-
parametern mit Caesar gut durchfu¨hrbar.
Zur zuverla¨ssigen Analyse unbekannter Konfigurationen ist eine Verifikation sowohl der
verwendeten Implementierung als auch der Methode selbst eine grundlegende Vorausset-
zung. Insbesondere bei den Spannungssingularita¨tsordnungen gibt es zwar einen Werte-
bereich außerhalb dessen Ergebnisse klar als unsinnig erkannt werden ko¨nnen, daru¨ber
hinaus ko¨nnen jedoch u¨blicherweise aus der Betrachtung der Situation keine eindeuti-
gen Aussagen getroffen werden, ob ein Ergebnis richtig oder falsch ist. Eine Validierung
durch experimentelle Daten ist ebenso nicht mo¨glich. Die Zuverla¨ssigkeit einer Methode
ist damit ein entscheidendes Kriterium fu¨r die Wahl des Berechnungsverfahrens.
Die Rand-Finite-Elemente-Methode selbst wurde zur Ermittlung von Singularita¨tsord-
nungen in linear-elastischen Situationen bereits von Mittelstedt und Becker [70] durch
Vergleich mit geeigneten Referenzbeispielen aus der Literatur grundlegend verifiziert.
Die allgemeine Anwendung auf piezoelektrisches Materialverhalten in Multimaterial-
konfigurationen wurde von Artel [1] verifiziert. Im Rahmen dieser Arbeit wurden einige
weitere Grundlagenbeispiele berechnet, beispielsweise eine Kerbplatte aus piezoelektri-
schem Material unter Zug. Weiterhin wurden vor der eigentlichen Modellbildung einige
Benchmarkbeispiele gerechnet, um speziell mit Vernetzungsanforderungen der Methode
vertraut zu werden. Dabei zeigte sich, dass zur Ermittlung der Singularita¨tsordnungen
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im Zentrum der Singularita¨t, in welches das A¨hnlichkeitszentrum der Methode sinnvol-
lerweise gelegt wird, eine deutlich gro¨bere Vernetzung als beispielsweise fu¨r vergleichbare
Finite-Elemente-Analysen ausreicht. Bei dreidimensionalen Situationen erscheint es in
einigen Fa¨llen von Vorteil, um die linienartigen Diskontinuita¨ten eine Netzverfeinerung
vorzunehmen.
Da durch die Rechnungen zur Verifikation der Methode und zum Austesten der Netz-
anforderungen keine neuen Singularita¨tsordnungen ermittelt wurden, wird hier auf die
Darstellung dieser Beispiele verzichtet. Bezu¨glich der Genauigkeit der Rechnungen konn-
te allgemein bei diesen Beispielen mindestens bis auf zwei Nachkommastellen eine sehr
gute U¨bereinstimmung mit Referenzwerten ermittelt werden. Weiterfu¨hrende Verglei-
che zur Untersuchung der Genauigkeit sind begrenzt sinnvoll, da die u¨berwiegend nu-
merisch ermittelten Referenzwerte ebenfalls nicht analytisch exakt sind. Zudem sind
weitere Nachkommastellen fu¨r die Analyse der Spannungssingularita¨t nur begrenzt rele-
vant, da das Abklingverhalten im Wesentlichen durch die erste und zweite Nachkomma-
stelle bestimmt wird. Im Rahmen der Modellbildung wurde daher auch keine gezielte
Steigerung der Genauigkeit auf weitere Nachkommastellen angestrebt. Da fu¨r Analysen
von unbekannten Konfigurationen im Weiteren qualitativ gleichwertige Netze wie fu¨r
die betrachteten Referenzbeispiele verwendet wurden, ist davon auszugehen, dass die
Ergebnisse als a¨hnlich genau und zuverla¨ssig eingestuft werden ko¨nnen.
3.2 Modelle fu¨r homogene Konfigurationen
Grundsa¨tzlich sind Konfigurationen interessant, in denen einerseits geometrische Dis-
kontinuita¨ten und andererseits materielle Diskontinuita¨ten auftreten. Hier werden zuerst
Konfigurationen aus homogenem isotropem Material betrachtet. Naturgema¨ß treten in
solchen Situationen nur geometrische Diskontinuita¨ten auf. Teilweise wurden die Ergeb-
nisse der folgenden Abschnitte und aus Kapitel 5 bereits in Konferenzbeitra¨gen (vgl. [65],
[66] und [67]) vorgestellt.
3.2.1 Zweidimensionaler Riss- und Kerbgrund
Eine wichtige Konfiguration im zweidimensionalen Raum mit rein linear-elastischem Ma-
terialverhalten ist ein Rissgrund sowie ein Kerbgrund mit variablem Kerbo¨ffnungswin-
kel γ in homogenem isotropem Material (siehe Abbildung 3). Auch wenn ein Riss formal
nur einen Fall des Kerbs mit O¨ffnungswinkel 0◦ darstellt, hat er mechanisch gesehen ei-
ne besondere Bedeutung und wird daher zum Teil gesondert benannt. Die Ergebnisse
fu¨r diese Konfigurationen sind selbstversta¨ndlich bekannt und dienten im Rahmen der
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Untersuchung zur Verifizierung der Methode und der Implementierung. Die Singula-
rita¨tsordnungen fu¨r den Rissgrund und den Kerbgrund werden hier jedoch noch einmal
aufgefu¨hrt, da sie bei der Auswertung der dreidimensionalen Situationen zum Vergleich
herangezogen werden.
Abbildung 3: Zweidimensionaler Kerb in homogenem Material mit Kerbo¨ffnungswinkel γ
und A¨hnlichkeitszentrum im Kerbgrund. Links: Ausgangskonfiguration. Mitte: Gebiet
fu¨r die RFEM-Analyse. Rechts: Diskretisierung mit C2-Elementen.
Die Diskretisierung fu¨r den zweidimensionalen Kerb ist in Abbildung 3 dargestellt. Im
Rahmen der Methode wird zuerst fu¨r einen Kerb in einem unendlich ausgedehnten
Kontinuum aus dem linken Teil der Abbildung ein Gebiet Ω ausgewa¨hlt, das keine
Hinterschneidungen aufweist. Der Rand des Gebiets ist somit in allen Punkten vom
A¨hnlichkeitszentrum, das in den Kerbgrund gelegt wird, sichtbar. Die Gro¨ße des Gebiets
um das Zentrum der Singularita¨t ist beliebig wa¨hlbar. Fu¨r die Ermittlung der Singula-
rita¨tsordnungen ist es nur wichtig, das A¨hnlichkeitszentrum ins Zentrum der Singularita¨t
zu legen. Die Geometrie des Gebiets ist unter Einhaltung der
”
Sichtbarkeit“ des Randes
vom A¨hnlichkeitszentrum aus ebenso frei wa¨hlbar. Der Einfachheit halber wurden im
Rahmen dieser Arbeit meist kreisfo¨rmige beziehungsweise kugelfo¨rmige Gebiete gewa¨hlt.
Nach Wahl des Gebiets wird die Konfiguration mit C2-Kontinuumselementen diskreti-
siert. Wie im rechten Teil der Abbildung dargestellt, entspricht dies letztendlich einer
Diskretisierung des Randes mit Linienelementen, das RFEM-Element bildet jedoch das
Gebietsinnere durch die Skalierung ebenso ab. Dies ist fu¨r ein Element in der Abbildung
durch die Schattierung angedeutet. Es wird auch ersichtlich, dass Bereiche wie Riss-
oder Kerbflanken nicht diskretisiert werden. Dies gilt innerhalb der Methode allgemein
fu¨r sogenannte
”
side-faces“, also Fla¨chen, die ins A¨hnlichkeitszentrum hineinlaufen, da
auf diesen
”
side-faces“ starke Randbedingungen vorgegeben werden (vgl. z.B. [26]).
Um die Abha¨ngigkeit der Singularita¨tsordnung vom Kerbo¨ffnungswinkel abzubilden wur-
den neben dem Riss drei weitere Kerbo¨ffnungswinkel (30◦, 60◦, 90◦) ausgewa¨hlt. Fu¨r das
elastische isotrope Material wurde ein Elastizita¨tsmodul von E = 210.000 MPa verwen-
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det und die Querkontraktionszahl ν fu¨r jeden Kerbo¨ffnungswinkel im Bereich 0 bis 0, 49
variiert. Die Ergebnisse fu¨r die zweidimensionalen Diskontinuita¨tslinien im Kerbgrund
fu¨r linear-elastisches Materialverhalten sind in Abbildung 4 dargestellt.
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Abbildung 4: Singularita¨tsordnungen im zweidimensionalen Kerbgrund eines homogenen
isotropen Festko¨rperkontinuums mit Elastizita¨tsmodul E = 210.000 MPa fu¨r verschie-
dene Kerbo¨ffnungswinkel γ in Abha¨ngigkeit der Querkontraktionszahl ν.
Allgemein ist die Ordnung einer Spannungssingularita¨t wie in Abschnitt 2.3 beschrie-
ben eine komplexe Zahl (Reλ, Imλ). Fu¨r homogenes isotropes Materialverhalten tre-
ten jedoch nur rein reelle Eigenwerte auf. Daher ist fu¨r den Kerbgrund nur der Re-
alteil abgebildet. Da der Wertebereich Reλ > 0 im Hinblick auf singula¨re Spannun-
gen nicht von Interesse ist, wird dieser hier und im Folgenden nicht abgebildet, auch
wenn Eigenwerte in diesem Bereich vorliegen. In diesem Beispiel liegen fu¨r jeden be-
trachteten Kerbo¨ffnungswinkel jeweils zwei Eigenwerte im abgebildeten Wertebereich,
ein Maß fu¨r die Singularita¨t liefert hier jeweils die sta¨rkere Singularita¨tsordnung, also
der betragsma¨ßig gro¨ßte Wert. Wie zu erwarten ergibt sich fu¨r den Rissgrund die be-
kannte Rissspitzensingularita¨t mit einer Singularita¨tsordnung von −0, 5 und fu¨r gro¨ßere
Kerbo¨ffnungswinkel nehmen die Singularita¨tsordnungen ab. Es ist zu erkennen, dass die
Singularita¨ten insgesamt nicht von der Querkontraktionszahl abha¨ngen, was ebenfalls
zu erwarten ist.
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3.2.2 Dreidimensionale Interaktion von vier Kerben
Als zugeho¨riges dreidimensionales Beispiel wurde die dreidimensionale Interaktion von
vier geraden Kerben (Abb. 5) unter jeweils rechtem Winkel untersucht. Hier treten
in homogenem Material ausschließlich geometrische Diskontinuita¨ten auf. Wie in Ab-
bildung 5 dargestellt treffen in dieser Konfiguration vier linienartige zweidimensionale
Diskontinuita¨ten – die mit Γ1 gekennzeichneten Kerbgru¨nde – in einem dreidimensio-
nalen Interaktionspunkt aufeinander. Sinnvollerweise wird zur Berechnung der Singula-
rita¨tsordnungen an dieser Stelle mit der Rand-Finite-Elemente-Methode das A¨hnlich-
keitszentrum in genau diesen Punkt gelegt.
Abbildung 5: Vier gerade, rechtwinklig aufeinander stehende Kerben mit Kerbo¨ffnungs-
winkel γ in einem isotropen Festko¨rperkontinuum.
Wie fu¨r den zweidimensionalen Kerbgrund werden die Kerbo¨ffnungswinkel 0◦, 30◦, 60◦, 90◦
fu¨r ein isotropes elastisches Material mit einem Elastizita¨tsmodul von E = 210.000 MPa
und einer Querkontraktionszahl ν im Bereich von 0 bis 0, 49 untersucht. Die Ergebnisse
im dreidimensionalen Interaktionspunkt sind in den Abbildungen 7 und 8 dargestellt.
Bei der Untersuchung der dreidimensionalen Interaktion wurde deutlich, welche Vortei-
le die Rand-Finite-Elemente-Methode zur Ermittlung von Singularita¨tsordnungen be-
sitzt. Die in Abbildungen 7 und 8 dargestellten Ergebnisse wurden mit Datenpunkten
im Abstand von ∆ν = 0, 02 berechnet. Dabei wurden fu¨r die einzelnen Winkel Re-
chenzeiten von 15-30 Minuten beno¨tigt. In Abbildung 6 ist beispielhaft das Netz fu¨r
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den Kerbo¨ffnungswinkel γ = 30◦ dargestellt. Auch hier ist nur der Rand ohne
”
side-
faces“ diskretisiert. Wie in Abschnitt 3.2.1 erla¨utert a¨hneln auch hier die verwende-
ten C4-Kontinuumselemente zuna¨chst entsprechenden Schalenelementen in der Finite-
Elemente-Methode, sie bilden jedoch wieder durch die Skalierung das Innere des Gebiets
mit ab und sind daher Kontinuumselemente. Vergleichsweise ließe sich so ein Verlauf mit
der Finite-Elemente-Methode zum einen nur mit einem sehr viel feineren Netz ermitteln
und damit verbunden einem ho¨heren Rechenzeitaufwand, zum anderen wa¨re es dort
sehr mu¨hsam, aus den Simulationsergebnissen u¨berhaupt die Singularita¨tsordnungen zu
bestimmen. Ein enormer Vorteil der Methode ist, dass alle Singularita¨tsordnungen einer
Konfiguration in einem einzigen Rechenschritt ermittelt werden ko¨nnen. Dies gilt auch,
wenn wie in diesem Beispiel eine große Anzahl an Singularita¨tsordnungen vorliegt.
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Abbildung 6: RFEM-Diskretisierung mit C4-Elementen fu¨r vier gerade, rechtwinklig
aufeinander stehende Kerben mit Kerbo¨ffnungswinkel γ = 30◦.
Die Abbildungen 7 und 8 zeigen, dass die Singularita¨tsordnungen auch im dreidimen-
sionalen Interaktionspunkt mit sich o¨ffendem Kerbwinkel abnehmen. Der qualitative
Verlauf ist fu¨r die Kerbwinkel 30◦ bis 90◦ sehr a¨hnlich, fu¨r den Riss stellt er sich etwas
komplexer dar. Es sei angemerkt, dass fu¨r alle Fa¨lle weitere Eigenwerte auftreten, die
außerhalb des fu¨r die Spannungssingularita¨ten interessanten Bereichs liegen und daher
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Singularita¨tsordnungen fu¨r den Kerbo¨ffnungswinkel γ=0◦
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Singularita¨tsordnungen fu¨r den Kerbo¨ffnungswinkel γ=30◦
Abbildung 7: Singularita¨tsordnungen fu¨r vier gerade, rechtwinklig aufeinander stehende
Kerben mit Kerbo¨ffnungswinkel γ in einem homogenen isotropen Festko¨rperkontinuum
mit Elastizita¨tsmodul E = 210.000 MPa in Abha¨ngigkeit der Querkontraktionszahl ν.
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Singularita¨tsordnungen fu¨r den Kerbo¨ffnungswinkel γ=60◦
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Singularita¨tsordnungen fu¨r den Kerbo¨ffnungswinkel γ=90◦
Abbildung 8: Singularita¨tsordnungen fu¨r vier gerade, rechtwinklig aufeinander stehende
Kerben mit Kerbo¨ffnungswinkel γ in einem homogenen isotropen Festko¨rperkontinuum
mit Elastizita¨tsmodul E = 210.000 MPa in Abha¨ngigkeit der Querkontraktionszahl ν.
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wie bereits erwa¨hnt hier nicht abgebildet werden. Die A¨hnlichkeit des gesamten Ver-
laufs fu¨r die unterschiedlichen Kerbwinkel la¨sst sich teilweise durch Betrachtung aller
Eigenwerte besser erkennen, da der Fokus dieser Arbeit auf der Ermittlung der Ei-
genwerte, die zu singula¨ren Spannungen fu¨hren, liegt, soll dies hier aber nicht weiter
untersucht werden. Bereits im untersuchten Bereich liegt jedoch eine große Anzahl an
Singularita¨tsexponenten. Wie aus der Darstellung (2.22) ersichtlich ist, fu¨hrt bereits
ein Eigenwert im relevanten Bereich zu singula¨ren Spannungen, da der entsprechende
Term der Reihendarstellung dominiert. Es ist jedoch bemerkenswert, dass fu¨r einzelne
Konfigurationen gleich mehrere relevante Singularita¨tsordnungen vorliegen und somit
mehrere Terme in der Reihendarstellung zu singula¨ren Werten fu¨hren. Im Vergleich mit
den Ergebnissen fu¨r die Kerbgru¨nde wird deutlich, dass im Interaktionspunkt ein sehr
komplexes Geschehen stattfindet, auf das sich von den ebenen Ergebnissen heraus offen-
bar nicht einfach schließen la¨sst (vgl. Abb. 4). Außer abnehmenden Werten fu¨r gro¨ßere
O¨ffnungswinkel gibt es keine Regelma¨ßigkeit, die den Verla¨ufen fu¨r den Kerbgrund und
fu¨r den Interaktionspunkt auf den ersten Blick gemein ist. Es ist somit umso wichtiger,
eine effiziente Methode zur Analyse von dreidimensionalen Situationen zur Verfu¨gung
zu haben.
Bei genauer Betrachtung der Ergebnisse fu¨r vier Risse ist zu erkennen, dass sich ein Ei-
genwert ungefa¨hr an der Stelle ν = 0, 1 aufspaltet. Der Eigenwert ist demnach fu¨r kleine
Querkontraktionszahlen komplex und teilt sich dann in zwei reelle Werte auf. Entspre-
chend tritt im linken Bereich ein Imagina¨rteil auf, auf dessen Darstellung jedoch wieder
verzichtet wird. Fu¨r alle vier Ergebnisse treten in den Diagrammen Schnittpunkte der
einzelnen Singularita¨tsordnungen oder Stellen, an denen sich die Kurven beinahe schnei-
den, auf. Solche Punkte sind im Gegensatz zu Verzweigungspunkten nicht von besonde-
rem Interesse, da die einzelnen Singularita¨tsordnungen nicht miteinander interagieren.
Es wa¨re somit auch mo¨glich, die Singularita¨tsordnungen in unterschiedlichen Diagram-
men einzeln aufzutragen, um die genauen Verla¨ufe der einzelnen Singularita¨tsordnungen
zu betrachten. Hier liegt jedoch das Augenmerk darauf, einen U¨berblick u¨ber die An-
zahl und Qualita¨t der auftretenden Singularita¨tsordnungen fu¨r eine Konfiguration zu
gewinnen.
Im Vergleich mit den ebenen Ergebnissen (vgl. Abb. 4) fa¨llt auf, dass die Singula-
rita¨tsordnungen am dreidimensionalen Interaktionspunkt der vier Kerben fu¨r alle Kerb-
o¨ffnungswinkel eine starke Abha¨ngigkeit von der Querkontraktionszahl ν aufweisen. Fu¨r
die Kerbo¨ffnungswinkel 0◦ und 30◦ treten zudem Singularita¨tsordnungen auf, deren Be-
trag gro¨ßer als der bekannte Wert von −0, 5 einer Rissspitze in homogenem isotropen
Material ist. Somit liegen Hypersingularita¨ten vor. Es ist bemerkenswert, dass bereits
in einer recht einfachen homogenen isotropen Konfiguration solche Werte auftreten.
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3.3 Modelle fu¨r Multimaterialkonfigurationen
Als na¨chstes wurden Konfigurationen mit Gebieten unterschiedlicher Materialeigenschaf-
ten fu¨r linear-elastisches Materialverhalten untersucht. Hier treten nun sowohl geome-
trische als auch materielle Diskontinuita¨ten auf.
3.3.1 Interfacekerb am freien Rand
Eine dreidimensionale Situation, in der sowohl eine materielle als auch eine geometri-
sche Diskontinuita¨t auftritt, ist ein Oberfla¨chenkerb in einem gebietsweise homogenen
Halbraum aus zwei isotropen oder orthotropen Teilmaterialien mit dem Kerbgrund im
Interface wie in Abbildung 9 dargestellt. Hier treffen zwei zweidimensionale Diskonti-
nuita¨ten, na¨mlich der Riss- bzw. Kerbgrund im Interface zwischen den beiden Materia-
lien (Diskontinuita¨tslinie Γ1 in Abb. 9) sowie ein Interface zwischen isotropen Teilmate-
rialien am freien Rand (Diskontinuita¨tslinie Γ2 in Abb. 9), in einem dreidimensionalen
Interaktionspunkt aufeinander. Im Hinblick auf potentielle Zusammenha¨nge der Singu-
larita¨tsordnungen wurden wieder zuerst die beiden zweidimensionalen Diskontinuita¨ten
und anschließend der Interaktionspunkt fu¨r verschiedene Kerbo¨ffnungswinkel und Mate-
rialkombinationen untersucht.
Abbildung 9: Dreidimensionaler Oberfla¨chenkerb in einem gebietsweise homogenen Halb-
raum aus zwei Teilmaterialien mit dem Kerbgrund im Interface.
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Zweidimensionaler Kerbgrund im Interface Γ1
Zur Untersuchung des zweidimensionalen Kerbgrunds im Interface wurden fu¨r Material 1
die festen Werte E1 = 210.000 MPa fu¨r den Elastizita¨tsmodul und ν1 = 0, 3 fu¨r die
Querkontraktionszahl gewa¨hlt, fu¨r Material 2 der Elastizita¨tsmodul E2 = 2.100 MPa
und eine variable Querkontraktionszahl. Die berechneten Singularita¨tsordnungen fu¨r
ausgewa¨hlte Kerbo¨ffnungswinkel γ sind in Abbildung 10 dargestellt.
Da nun komplexwertige Eigenwerte fu¨r alle Kerbwinkel auftreten, sind sowohl Real- als
auch Imagina¨rteil der Singularita¨tsordnung dargestellt. Hierbei ist zu erkennen, dass
sich der Realteil jeweils an einem Punkt aufspaltet. Vor dem Verzweigungspunkt ist der
Eigenwert komplexwertig und es liegen Imagina¨rteile vor. Nach dem Verzweigungspunkt
verschwinden die Imagina¨rteile und es treten zwei reellwertige Eigenwerte auf. An dem
U¨bergangspunkt selbst treten – wie in Abschnitt 2.3 erla¨utert – logarithmische Singula-
rita¨ten auf. Der qualitative Verlauf der Singularita¨tsordnungen ist fu¨r alle betrachteten
Kerbo¨ffnungswinkel sowohl fu¨r die Real- als auch fu¨r die Imagina¨rteile a¨hnlich. Der
U¨bergang der komplexwertigen Ordnung in zwei reelle Eigenwerte liegt jedoch fu¨r die
unterschiedlichen Kerbwinkel bei verschiedenen Werten fu¨r die Querkontraktionszahl
von Material 2.
Fu¨r den Oberfla¨chenriss (γ = 0◦) tritt als Realteil wieder die Rissspitzensingularita¨t auf.
Fu¨r die anderen Kerbo¨ffnungswinkel nehmen die Realteile der Singularita¨tsordnung fu¨r
kleine Querkontraktionszahlen wieder mit zunehmendem Kerbo¨ffnungswinkel ab. Dies
entspricht der Erwartung, dass ein gro¨ßerer Kerbo¨ffnungswinkel weniger kritisch im Hin-
blick auf Spannungssingularita¨ten ist. Die Realteile na¨hern sich aber alle fu¨r ho¨here
Querkontraktionszahlen mit einem Ast der Kurve der Rissspitzensingularita¨t an. Bei
den gro¨ßeren Kerbo¨ffnungswinkeln variieren die Singularita¨tsordnungen also u¨ber den
betrachteten Bereich von ν2 wesentlich sta¨rker als fu¨r den Riss. Im Vergleich mit den
Ergebnissen fu¨r die gleiche Geometrie in homogenem Material aus Abschnitt 3.2.1 (vgl.
Abb. 4) fa¨llt auf, dass fu¨r niedrige Querkontraktionszahlen der betragsma¨ßig gro¨ßte Re-
alteil fu¨r jeden Kerbwinkel jeweils kleiner ist als fu¨r den entsprechenden Fall bei homoge-
nem Material. Fu¨r gro¨ßere Querkontraktionszahlen sind die Singularita¨tsordnungen in
der Bimaterial-Konfiguration jedoch sta¨rker. Singularita¨tsordnungen ha¨ngen also nicht
zuletzt von der Wahl der Materialeigenschaften ab.
3.3 Modelle fu¨r Multimaterialkonfigurationen 35
0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,49−1
−0,8
−0,6
−0,4
−0,2
0
ν2
R
e 
λ
 
 
γ=0°
γ=30°
γ=60°
γ=90°
Realteile der Singularita¨tsordnungen
0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,490
0,05
0,1
0,15
0,2
0,25
ν2
Im
 λ
 
 
γ=0°
γ=30°
γ=60°
γ=90°
Imagina¨rteile der Singularita¨tsordnungen
Abbildung 10: Singularita¨tsordnungen fu¨r einen Kerbgrund im Interface fu¨r verschiede-
ne Kerbo¨ffnungswinkel γ fu¨r gebietsweise isotropes Material mit E1 = 210.000 MPa,
ν1 = 0, 3 und E2 = 2.100 MPa in Abha¨ngigkeit der Querkontraktionszahl ν2.
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Zweidimensionales Interface am freien Rand Γ2
Fu¨r das Interface am freien Rand wurden die Rechnungen mit einem Elastizita¨tsmodul
E1 = 210.000 MPa und der Querkontraktionszahl ν1 = 0, 3 fu¨r Material 1 durchgefu¨hrt.
Fu¨r Material 2 wurde fu¨r verschiedene Werte des Elastizita¨tsmoduls die Querkontrak-
tionszahl ν2 variiert. Die Ergebnisse sind in Abbildung 11 dargestellt. Die auftretenden
Singularita¨tsordnungen sind hierbei rein reell. Fu¨r alle Materialwerte nehmen die Sin-
gularita¨tsordnungen mit wachsender Querkontraktionszahl zu. Die auftretenden Singu-
larita¨ten sind von den betrachteten Materialkombinationen fu¨r das gro¨ßte Verha¨ltnis
E1 : E2 am sta¨rksten. Ein großer Unterschied in den Materialeigenschaften fu¨hrt somit
auch in dieser Konfiguration zu einer potentiell kritischen Situation, die bei einer Wahl
a¨hnlicher Materialien nicht auftritt.
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Abbildung 11: Singularita¨tsordnungen fu¨r ein Interface zwischen zwei isotropen Mate-
rialien am freien Rand mit E1 = 210.000 MPa und ν1 = 0, 3 fu¨r verschiedene Werte von
E2 in Abha¨ngigkeit der Querkontraktionszahl ν2.
Dreidimensionale Interaktion
Zur Analyse der dreidimensionalen Interaktion der Diskontinuita¨tslinien Γ1 und Γ2 bei
dem geraden Oberfla¨chenkerb in einem gebietsweise homogenen Halbraum aus zwei Teil-
materialien mit Kerbgrund im Interface aus Abbildung 9 wird das A¨hnlichkeitszentrum
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genau in den Interaktionspunkt zwischen Kerbgrund und Interface am freien Rand gelegt.
Die Konfiguration wird zuna¨chst ebenso wie die zweidimensionalen Situationen fu¨r iso-
trope Materialien fu¨r die gleichen Werte des Kerbo¨ffnungswinkels γ (also 0◦, 30◦, 60◦, 90◦)
untersucht. Wie fu¨r den Kerbgrund im Interface werden fu¨r Material 1 die festen Werte
E1 = 210.000 MPa fu¨r den Elastizita¨tsmodul und ν1 = 0, 3 fu¨r die Querkontraktions-
zahl gewa¨hlt, fu¨r Material 2 der Elastizita¨tsmodul E2 = 2.100 MPa und eine variable
Querkontraktionszahl. Die Ergebnisse hierfu¨r sind in Abbildung 12 dargestellt.
Fu¨r alle Kerbo¨ffnungswinkel tritt zum einen ein komplexer Eigenwert auf, der sich in
zwei reellwertige Eigenwerte aufteilt, sowie zum anderen im Bereich niedriger Quer-
kontraktionszahlen ein weiterer reeller Eigenwert, der jedoch betragsma¨ßig kleiner und
damit weniger interessant ist. Im Vergleich mit den Ergebnissen fu¨r den Kerbgrund in
Abbildung 10 zeigt sich zuna¨chst fu¨r alle Kerbo¨ffnungswinkel ein a¨hnlicher Verlauf mit
jeweils einem komplexwertigen Eigenwert im Bereich niedriger Querkontraktionszahlen,
der sich ab einem bestimmten Wert fu¨r die Querkontraktionszahl ν2 in zwei reellwertige
aufteilt. Die Verzweigungspunkte treten jedoch fu¨r alle Winkel bei kleineren Querkon-
traktionszahlen auf als beim Kerbgrund und liegen fu¨r alle Kerbo¨ffnungswinkel dichter
beieinander. Die Singularita¨tsordnungen befinden sich fu¨r niedrige ν-Werte in einem
a¨hnlichen Bereich wie beim Kerbgrund, fu¨r hohe ν-Werte sind sie deutlich sta¨rker als im
Kerbgrund und im Interface am freien Rand. Die auftretenden Singularita¨tsordnungen
variieren nun fu¨r alle Winkel um rund 0, 2 u¨ber den gesamtem ν-Bereich und na¨hern
sich nicht wie beim Kerbgrund fu¨r große Querkontraktionszahlen alle einem gemeinsa-
men Wert an. Im Bereich hoher Querkontraktionszahlen treten insbesondere fu¨r alle
Kerbo¨ffnungswinkel sta¨rkere Singularita¨tsordnungen als fu¨r den Riss in homogenem Ma-
terial auf.
Bei Betrachtung der Ergebnisse fu¨r den Interaktionspunkt (Abbildung 12) und der Er-
gebnisse fu¨r den Kerbgrund im Interface (Abbildung 10) und fu¨r das Interface am freien
Rand (Abbildung 11) liegt ein Zusammenhang zwischen den Ergebnissen der zwei linien-
artigen Diskontinuita¨ten mit denen des dreidimensionalen Interaktionspunkts deutlich
na¨her als im Fall der vier Kerben mit homogenem isotropem Materialverhalten (vgl.
Abschnitt 3.2). Der qualitative Verlauf der unteren Realteile im Interaktionspunkt birgt
eine gewisse A¨hnlichkeit mit den Verla¨ufen im Kerbgrund. Der leicht schra¨ge Verlauf der
unteren Realteile in Abbildung 12 ko¨nnte auf den Einfluss der Singularita¨t des Interfaces
am freien Rand zuru¨ckzufu¨hren sein – auch dort nehmen die Eigenwerte mit wachsen-
der Querkontraktionszahl zu. Allerdings liegen die unteren Kurven in Abbildung 12 fast
parallel, wohingegen die Kurven in Abbildung 11 sich eher auffa¨chern. Die genaue La-
ge der Verzweigungspunkte der Singularita¨tsordnungen im Interaktionspunkt la¨sst sich
nicht aus den Ergebnissen fu¨r die zweidimensionalen Diskontinuita¨ten vorhersagen, glei-
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Abbildung 12: Singularita¨tsordnungen fu¨r einen Oberfla¨chenkerb in einem gebietsweise
homogenen Halbraum aus zwei isotropen Teilmaterialien mit dem Kerbgrund im In-
terface fu¨r verschiedene Kerbo¨ffnungswinkel γ mit E1 = 210.000 MPa, ν1 = 0, 3 und
E2 = 2.100 MPa in Abha¨ngigkeit der Querkontraktionszahl ν2.
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ches gilt fu¨r den sta¨rkeren Maximalwert der Singularita¨tsordnung im Interaktionspunkt.
Der Vergleich der Ergebnisse legt insgesamt also zwar nahe, dass ein Zusammenhang
der Singularita¨tsordnungen am Interaktionspunkt mit den Singularita¨tsordnungen der
aufeinandertreffenden linienartigen Diskontinuita¨ten besteht, deutet jedoch auch darauf
hin, dass eine exakte Herleitung des Verhaltens am Interaktionspunkt durch Betrachtung
der zweidimensionalen Ergebnisse allgemein nicht mo¨glich ist und fu¨r solche Situationen
eine eigene dreidimensionale Untersuchung durchgefu¨hrt werden muss.
E1 = 135.000 MPa ν12 = 0, 27 G12 = 5.000 MPa
E2 = 10.000 MPa ν13 = 0, 27 G13 = 5.000 MPa
E3 = 10.000 MPa ν23 = 0, 27 G23 = 3.972 MPa
Tabelle 5: Materialdaten von T300/Epoxy.
Die gleiche Konfiguration des Oberfla¨chenkerbs in einem gebietsweise homogenen Halb-
raum aus zwei Teilmaterialien mit dem Kerbgrund im Interface wurde auch fu¨r gebiets-
weise homogenes orthotropes Materialverhalten untersucht. Fu¨r beide Teilmaterialien
wurden die mechanischen Eigenschaften von T300/Epoxy, eines unidirektionalen CFK-
Werkstoffs, verwendet. Die Materialwerte in Ingenieurskonstanten sind in Tabelle 5 an-
gegeben. Zuerst wurde nur der Kerbo¨ffnungswinkel γ = 0◦, also der Oberfla¨chenriss, mit
einem Lagenaufbau von [0◦/ϑ] betrachtet. Fu¨r den Winkel 0◦ liegt hierbei die 1-Richtung
der Fasern des Materials in Richtung der x-Achse in Abbildung 9, die Richtungen 2 und 3
entsprechen der y- und z-Achse. Der Winkel ϑ beschreibt eine Rotation des orthotro-
pen Materials in der x-y-Ebene im positiven Drehwinkel (entgegen dem Uhrzeigersinn).
Wie im isotropen Fall wurden die Singularita¨tsordnungen fu¨r die zweidimensionalen
Diskontinuita¨ten untersucht und die Ergebnisse mit denen am dreidimensionalen Inter-
aktionspunkt verglichen. Die Ergebnisse fu¨r die Real- und Imagina¨rteile fu¨r den zwei-
dimensionalen Rissgrund, den zweidimensionalen Interface am freien Rand und den
dreidimensionalen Interaktionspunkt sind in den Abbildungen 13-15 dargestellt.
Es la¨sst sich kein direkter Zusammenhang zwischen den Singularita¨tsordnungen der
zweidimensionalen Singularita¨ten und denen am Interaktionspunkt erkennen. Der Riss-
grund liefert die bekannte Singularita¨t, der reine Interface am freien Rand fu¨hrt fu¨r
alle Werte von ϑ nur zu einer sehr schwachen Singularita¨t. Die gro¨ßte Singularita¨ts-
ordnung am Interaktionspunkt liegt jedoch mit ungefa¨hr −0, 6 betragsma¨ßig u¨ber der
Rissspitzensingularita¨t von −0, 5. Die Mischform ist somit kritischer als die aufeinander-
treffenden Diskontinuita¨ten alleine. Fu¨r den Lagenaufbau [0◦/ϑ] treten fu¨r bestimmte
Winkel komplexwertige Eigenwerte auf. Die Betra¨ge der Imagina¨rteile liegen jedoch in
einem Bereich, der numerisch mit Vorsicht betrachtet werden sollte. Aus dem Realteil ist
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Abbildung 13: Singularita¨tsordnungen fu¨r den Rissgrund im Interface fu¨r orthotro-
pes Materialverhalten mit einem Lagenaufbau [0◦/ϑ] und den Materialdaten von
T300/Epoxy in Abha¨ngigkeit des Lagenwinkels ϑ.
3.3 Modelle fu¨r Multimaterialkonfigurationen 41
−90 −45 0 45 90−1
−0,8
−0,6
−0,4
−0,2
0
ϑ [°]
R
e 
λ
Realteile der Singularita¨tsordnungen
−90 −45 0 45 90−1
−0,5
0
0,5
1
ϑ [°]
Im
 λ
Imagina¨rteile der Singularita¨tsordnungen
Abbildung 14: Singularita¨tsordnungen fu¨r das Interface am freien Rand fu¨r ortho-
tropes Materialverhalten mit einem Lagenaufbau [0◦/ϑ] und den Materialdaten von
T300/Epoxy in Abha¨ngigkeit des Lagenwinkels ϑ.
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Abbildung 15: Singularita¨tsordnungen fu¨r den Interaktionspunkt des Interfacerisses am
freien Rand fu¨r orthotropes Materialverhalten mit einem Lagenaufbau [0◦/ϑ] und den
Materialdaten von T300/Epoxy in Abha¨ngigkeit des Lagenwinkels ϑ.
3.3 Modelle fu¨r Multimaterialkonfigurationen 43
aber klar erkennbar, dass teilweise Imagina¨rteile und damit oszillierende Singularita¨ten
vorliegen. Es sei angemerkt, dass die Winkel 90◦ und −90◦ natu¨rlich die selben Ergeb-
nisse liefern. Die Singularita¨tsordnungen fu¨r betragsma¨ßig gleiche Lagenwinkel sind fu¨r
Material 2 jedoch nicht symmetrisch. Dies mag auf den ersten Blick erstaunen, da bei
Laminaten bezu¨glich der Lagenwinkel oft Symmetrien vorliegen. Da die untersuchte Si-
tuation (vgl. Abbildung 9) jedoch durch den vorgegebenen Riss und das Interface und
Festhalten des Lagenwinkels von Material 1 unter reiner Variation des Lagenwinkels
ϑ von Schicht 2 auch nicht symmetrisch ist, gibt es keinen zwingenden Grund, wieso
die Ergebnisse bezu¨glich des Lagenwinkels ϑ symmetrisch sein sollten. Insgesamt fu¨hren
unterschiedliche Lagenaufbauten fu¨r gleiche Materialeigenschaften zu unterschiedlichen
Singularita¨tsordnungen. Somit muss der Lagenaufbau stets beru¨cksichtigt werden. Ver-
gleicht man die Ergebnisse mit denen des Kerbs im Interface zwischen zwei isotropen Ma-
terialien (Abbildung 12), so la¨sst sich als Gemeinsamkeit das Auftreten einer sta¨rkeren
Singularita¨tsordnung, die teilweise komplex und teilweise reell ist, und einer schwa¨cheren
Singularita¨tsordnungen in anna¨hernd a¨hnlichen Wertebereichen erkennen.
Die gleichen Untersuchungen wurden fu¨r den Risswinkel fu¨r einen Lagenaufbau von
[±ϑ] durchgefu¨hrt. Die Ergebnisse, jeweils wieder fu¨r den zweidimensionalen Rissgrund,
den zweidimensionalen Interface am freien Rand und den dreidimensionalen Interak-
tionspunkt, sind in den Abbildungen 16-18 dargestellt. Auch hier besteht kein direkt
ersichtlicher Zusammenhang zwischen den Singularita¨tsordnungen der zweidimensiona-
len Singularita¨ten und denen am Interaktionspunkt. Die Rissspitzensingularita¨t und
eine sehr schwache Singularita¨tsordnung fu¨r das Interface am freien Rand erlauben kei-
ne Ru¨ckschlu¨sse auf das Geschehen am dreidimensionalen Interaktionspunkt, bei dem
wieder eine sta¨rkere Singularita¨tsordnung als −0, 5 auftritt. In allen drei Fa¨llen sind die
Werte rein reell.
Weiter wurden fu¨r die gleiche Situation mit orthotropem Materialverhalten unterschied-
liche Kerbo¨ffnungswinkel γ untersucht. Die Ergebnisse jeweils fu¨r die Realteile am dreidi-
mensionalen Interaktionspunkt fu¨r die Kerbo¨ffnungswinkel 0◦, 30◦, 60◦, 90◦ sind fu¨r den
Lagenaufbau von [0◦/ϑ] in Abbildungen 19 und 20 und fu¨r den Lagenaufbau [±ϑ] in
Abbildungen 21 und 22 dargestellt. Da aus den Realteilen zu erkennen ist, ob Ima-
gina¨rteile auftreten oder nicht, wird hier auf die Abbildung der Imagina¨rteile verzichtet.
Qualitativ sind die Verla¨ufe jeweils fu¨r unterschiedliche Kerbo¨ffnungswinkel a¨hnlich. Wie
zu erwarten werden die Singularita¨tsordnungen mit zunehmendem Kerbo¨ffnungswinkel
schwa¨cher. Der Verlauf der Singularita¨tsordnungen ist mit zunehmendem Kerbo¨ffnungs-
winkel leicht entzerrt. Es fallen nach und nach weniger Eigenwerte in den relevanten
Bereich. Die auftretenden Maximalwerte der Singularita¨tsordnungen fu¨r die unterschied-
lichen Kerbo¨ffnungswinkel sind fu¨r die verschiedenen Lagenaufbauten jeweils a¨hnlich.
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Abbildung 16: Singularita¨tsordnungen fu¨r den Rissgrund im Interface fu¨r orthotropes
Materialverhalten mit einem Lagenaufbau [±ϑ] und den Materialdaten von T300/Epoxy
in Abha¨ngigkeit des Lagenwinkels ϑ.
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Abbildung 17: Singularita¨tsordnungen fu¨r das Interface am freien Rand fu¨r orthotropes
Materialverhalten mit einem Lagenaufbau [±ϑ] und den Materialdaten von T300/Epoxy
in Abha¨ngigkeit des Lagenwinkels ϑ.
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Abbildung 18: Singularita¨tsordnungen fu¨r den Interaktionspunkt des Interfacerisses am
freien Rand fu¨r orthotropes Materialverhalten mit einem Lagenaufbau [±ϑ] und den
Materialdaten von T300/Epoxy in Abha¨ngigkeit des Lagenwinkels ϑ.
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Singularita¨tsordnungen fu¨r den Kerbo¨ffungswinkel γ=0◦
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Abbildung 19: Singularita¨tsordnungen fu¨r den dreidimensionalen Interfacekerb am freien
Rand fu¨r orthotropes Materialverhalten mit einem Lagenaufbau [0◦/ϑ] und den Mate-
rialdaten von T300/Epoxy fu¨r verschiedene Kerbo¨ffungswinkel γ in Abha¨ngigkeit des
Lagenwinkels ϑ.
48 3 ANALYSE VON LINEAR-ELASTISCHEN KONFIGURATIONEN
−90 −45 0 45 90−1
−0,8
−0,6
−0,4
−0,2
0
ϑ [°]
R
e 
λ
Singularita¨tsordnungen fu¨r den Kerbo¨ffungswinkel γ=60◦
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Singularita¨tsordnungen fu¨r den Kerbo¨ffungswinkel γ=90◦
Abbildung 20: Singularita¨tsordnungen fu¨r den dreidimensionalen Interfacekerb am freien
Rand fu¨r orthotropes Materialverhalten mit einem Lagenaufbau [0◦/ϑ] und den Mate-
rialdaten von T300/Epoxy fu¨r verschiedene Kerbo¨ffungswinkel γ in Abha¨ngigkeit des
Lagenwinkels ϑ.
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Singularita¨tsordnungen fu¨r den Kerbo¨ffungswinkel γ=0◦
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Abbildung 21: Singularita¨tsordnungen fu¨r den dreidimensionalen Interfacekerb am freien
Rand fu¨r orthotropes Materialverhalten mit einem Lagenaufbau [±ϑ] und den Materi-
aldaten von T300/Epoxy fu¨r verschiedene Kerbo¨ffungswinkel γ in Abha¨ngigkeit des
Lagenwinkels ϑ.
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Singularita¨tsordnungen fu¨r den Kerbo¨ffungswinkel γ=60◦
0 15 30 45 60 75 90−1
−0,8
−0,6
−0,4
−0,2
0
ϑ [°]
R
e 
λ
Singularita¨tsordnungen fu¨r den Kerbo¨ffungswinkel γ=90◦
Abbildung 22: Singularita¨tsordnungen fu¨r den dreidimensionalen Interfacekerb am freien
Rand fu¨r orthotropes Materialverhalten mit einem Lagenaufbau [±ϑ] und den Materi-
aldaten von T300/Epoxy fu¨r verschiedene Kerbo¨ffungswinkel γ in Abha¨ngigkeit des
Lagenwinkels ϑ.
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3.3.2 Zwei gerade Interfaces unter variablem Interaktionswinkel am freien
Rand
Als na¨chstes wurden zwei gerade Interfaces unter einem Interaktionswinkel γ am freien
Rand mit gebietsweise isotropen Materialien untersucht. Wie in Abbildung 23 darge-
stellt wird der Halbraum fu¨r die Untersuchung mit der Rand-Finite-Elemente-Methode
durch eine Halbkugel modelliert. Das A¨hnlichkeitszentrum liegt im Mittelpunkt der Ku-
gel. Die zwei Interfaces befinden sich am freien Rand in der y-z-Ebene, in x-Richtung ist
die Materialverteilung unvera¨nderlich. Die zwei einzelnen Diskontinuita¨tslinien Γ1 in der
Abbildung entsprechen der in Abschnitt 3.3.1 untersuchten zweidimensionalen Diskon-
tinuita¨t des Interfaces am freien Rand. Die Interaktion der beiden Diskontinuita¨tslinien
am freien Rand unter einem beliebigen Winkel im Mittelpunkt der Kugel ist jedoch
dreidimensional.
Abbildung 23: Zwei gerade Interfaces unter Interaktionswinkel γ an einem freien Rand
eines Halbraums aus zwei isotropen Teilmaterialien.
Der Bereich, der mit dem Interaktionswinkel γ bemessen wird, ist von Material 1 aus-
gefu¨llt, der andere Sektor wird durch Material 2 ausgefu¨llt. Da keine Risse oder Kerben
vorgesehen sind, nimmt Material 2 immer einen Sektor mit dem Winkel 360◦−γ ein. Fu¨r
die Untersuchung der Konfiguration ist zum einen die Variation des Interaktionswinkels
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und zum anderen die Variation der Materialdaten von Interesse.
Als erstes soll die Konfiguration fu¨r einen festen Interaktionswinkel von γ = 90◦ fu¨r
verschiedene Materialvariationen untersucht werden. A¨hnlich wie beim Interfacekerb
am freien Rand wird hier wieder nur die Oberfla¨che der Halbkugel vernetzt. Hierbei
liegen bei dem verwendeten Netz am Rand fu¨r die ersten Untersuchungen mit einem
Interaktionswinkel von γ = 90◦ entlang der Kreisfla¨che insgesamt 36 Elemente, das
gesamte Netz besteht aus 241 C4-Elementen. Das Netz fu¨r diesen Interaktionswinkel ist
in Abbildung 24 dargestellt. Material 1 nimmt demnach einen Bereich von 90◦ in der
Kreisebene und somit eines Viertels der modellierten Halbkugel, ein, Material 2 einen
Sektor mit Winkel 270◦ beziehungsweise dreiviertel der gezeigten Halbkugel.
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Abbildung 24: RFEM-Diskretisierung mit C4-Elementen fu¨r zwei gerade Interfaces unter
Interaktionswinkel γ = 90◦ an einem freien Rand eines Halbraums aus zwei isotropen
Teilmaterialien.
Als Materialdaten fu¨r Material 1 werden E1 = 210.000MPa und ν1 = 0, 3 festgelegt. Eine
Testrechnung mit homogenen isotropen Materialdaten, also E1 = E2 = 210.000 MPa
und ν1 = ν2 = 0, 3, liefert als Ergebnis keine Eigenwerte im relevanten Bereich. Dies ist
beim freien Rand einer homogenen isotropen Konfiguration das erwartete Resultat.
Anschließend wird fu¨r den festen Interaktionswinkel γ = 90◦ und die genannten Material-
daten fu¨r Material 1 fu¨r verschiedene Elastizita¨tsmoduli E2 fu¨r Material 2 jeweils eine Va-
riation der Querkontraktionszahl ν2 durchgefu¨hrt. Als Werte fu¨r E2 werden 2.100 MPa,
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50.000 MPa, 120.000 MPa und 150.000 MPa betrachtet. Diese Auswahl ist natu¨rlich
begrenzt, ist jedoch ausreichend um einen Eindruck vom Einfluss des Verha¨ltnisses der
Elastizita¨tsmoduli auf die Singularita¨tsordnung zu erhalten. Die Querkontraktionszahl
wird innerhalb des Wertebereichs 0 bis 0, 49 in Schritten von ∆ν = 0, 01 variiert, somit
werden fu¨r jeden Wert von E2 50 Rechnungen durchgefu¨hrt.
Die Ergebnisse fu¨r diese Rechnungen sind in den Abbildungen 25 und 26 fu¨r die ver-
schiedenen Werte von E2 dargestellt. Hier ist jeweils der Realteil im interessanten Wer-
tebereich u¨ber der Querkontraktionszahl ν2 aufgetragen. Sowohl fu¨r E2 = 2.100 MPa
als auch fu¨r E2 = 50.000 MPa sind die Ergebnisse im gesamten Bereich rein reell, fu¨r
E2 = 120.000 MPa und E2 = 150.000 MPa treten fu¨r ho¨here Querkontraktionszahlen
auch Imagina¨rteile auf, auf deren Darstellung hier jedoch verzichtet wird.
Aus den Ergebnissen la¨sst sich zum einen sehen, dass die Singularita¨tsordnungen fu¨r
den kleinsten Wert von E2 am sta¨rksten sind und fu¨r steigende Werte von E2 abnehmen.
Hierbei tritt fu¨r den kleinsten Wert von E2 fu¨r einige Bereiche der Querkontraktions-
zahl eine Singularita¨tsordnung auf, die sta¨rker als die klassische Rissspitzensingularita¨t
ist. Fu¨r ho¨here Werte von E2 treten nur sehr schwache Singularita¨ten auf, bis sie im
bereits betrachteten homogenen Fall (also E2 = 210.000 MPa) komplett verschwinden.
Dies verdeutlicht ebenso wie beim zweidimensionalen Bimaterialkerb, dass in Multima-
terialkonfigurationen unterschiedliche Materialeigenschaften einen großen Einfluss auf
die Singularita¨tsordnung haben und in solchen Konfigurationen bereits ohne auffallen-
de geometrische Diskontinuita¨ten starke Singularita¨tsordnungen auftreten ko¨nnen. Die
gewa¨hlten Materialwerte liegen hierbei durchaus im technisch relevanten Bereich. Auch
die Anordnung der Materialien am freien Rand mit dem Interaktionswinkel von γ = 90◦
ist sicherlich in der Praxis in einigen Strukturen beispielsweise mit Fu¨geverbindungen
aufzufinden.
In Bezug auf die Abha¨ngigkeit der Singularita¨tsordnung von der Querkontraktionszahl
lassen sich keine allgemeinen Aussagen treffen. Liegt fu¨r den ersten Wert des Elasti-
zita¨tsmoduls E2 die gro¨ßte Singularita¨tsordnung im Bereich ho¨herer Querkontraktions-
zahlen, so ist der Maximalwert fu¨r die ho¨heren Werte des Elastizita¨tsmoduls E2 eher
im niedrigen Bereich der Querkontraktionszahl. Auch ist der Verlauf allgemein nicht
von sehr a¨hnlicher Natur nur mit unterschiedlichen Wertebereichen, wie dies bei eini-
gen anderen Parametervariationen beispielsweise beim Interfacekerb zu beobachten war.
Im Einzelfall muss also fu¨r eine bestimmte Wahl eines Elastizita¨tsmoduls das gesamte
Spektrum der Querkontraktionszahl untersucht werden.
Als na¨chstes wird fu¨r feste Materialdaten der Interaktionswinkel γ variiert. Hierbei wur-
de fu¨r Material 1 wieder der Elastizita¨tsmodul E1 = 210.000 MPa und fu¨r Material 2
54 3 ANALYSE VON LINEAR-ELASTISCHEN KONFIGURATIONEN
0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,49−1
−0,8
−0,6
−0,4
−0,2
0
ν2
R
e 
λ
Singularita¨tsordnungen fu¨r E2 = 2.100 MPa
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Singularita¨tsordnungen fu¨r E2 = 50.000 MPa
Abbildung 25: Singularita¨tsordnungen fu¨r zwei gerade Interfaces unter Interaktionswin-
kel γ = 90◦ am freien Rand eines Halbraums aus zwei isotropen Teilmaterialien mit
E1 = 210.000 MPa und ν1 = 0, 3 fu¨r verschiedene Werte von E2 in Abha¨ngigkeit der
Querkontraktionszahl ν2.
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Singularita¨tsordnungen fu¨r E2 = 120.000 MPa
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Singularita¨tsordnungen fu¨r E2 = 150.000 MPa
Abbildung 26: Singularita¨tsordnungen fu¨r zwei gerade Interfaces unter Interaktionswin-
kel γ = 90◦ am freien Rand eines Halbraums aus zwei isotropen Teilmaterialien mit
E1 = 210.000 MPa und ν1 = 0, 3 fu¨r verschiedene Werte von E2 in Abha¨ngigkeit der
Querkontraktionszahl ν2.
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nun der Elastizita¨tsmodul E1 = 2.100 gewa¨hlt, da diese Materialkombination in den
vorherigen Rechnungen zu den sta¨rksten Singularita¨tsordnungen fu¨hrte. Die Querkon-
traktionszahl wird fu¨r beide Materialien auf 0, 3 festgesetzt.
Fu¨r eine Variation des Interaktionswinkels γ und damit verbunden natu¨rlich automa-
tisch auch des Sektorenwinkels von Material 2 ist eine neue Vernetzung erforderlich. Eine
kontinuierliche Variation des Winkels wa¨re natu¨rlich ideal, ist jedoch schwierig zu reali-
sieren. Daher wurden hier einzelne feste Winkel beziehungsweise Winkelkombinationen
herausgesucht, die das mo¨gliche Spektrum hinreichend abdecken. Neben dem bereits
untersuchten Fall von γ = 90◦ wurden die Winkel γ = 5◦, γ = 30◦, γ = 60◦, γ = 120◦,
γ = 150◦ und γ = 180◦, sowie durch Nutzung der fu¨r diese Winkel erstellten Netze mit
Umkehrung der Materialeigenschaften noch die Winkel γ = 210◦, γ = 240◦, γ = 270◦,
γ = 300◦, γ = 330◦ und γ = 355◦ betrachtet. Der Sektorenwinkel fu¨r Material 2 ist dann
wie bereits erwa¨hnt jeweils der Komplementa¨rwinkel zu γ.
Die Ergebnisse sind in Abbildung 27 zusammengefasst. Hierbei ist der Realteil der Sin-
gularita¨tsordnung u¨ber dem Interaktionswinkel γ aufgetragen. Da die Ergebnisse nur
im Abstand von meistens ∆γ = 30◦ vorliegen, sind die dargestellten Kurven entspre-
chend in den Zwischenbereichen nicht als exakt zu betrachten. Die Auswertung liefert
jedoch auch mit diesen Datenpunkten einige interessante Erkenntnisse zum Einfluss der
Sektorenwinkel auf die Singularita¨tsordnungen.
0 60 120 180 240 300 360−1
−0,8
−0,6
−0,4
−0,2
0
γ [°]
R
e 
λ
Abbildung 27: Singularita¨tsordnungen fu¨r zwei gerade Interfaces am freien Rand eines
Halbraums aus zwei isotropen Teilmaterialien mit E1 = 210.000 MPa, E2 = 2.100 MPa
und ν1 = ν2 = 0, 3 in Abha¨ngigkeit des variablen Interfacewinkels γ.
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Insgesamt ist auffa¨llig, dass die Ergebnisse u¨ber dem Bereich von γ nicht symmetrisch
sind. Im Bereich γ ≤ 180◦ sind die Singularita¨tsordnungen allgemein sta¨rker als im Be-
reich γ ≥ 180◦. Tendenziell fu¨hrt also eine Konfiguration, bei der das steifere Material 1
einen kleineren Bereich einnimmt als das weichere Material 2 zu kritischeren Werten.
Im direkten Vergleich von einer Winkelkombination fu¨r eine Materialanordnung und die
genau umgekehrte Situation muss dies jedoch nicht zwingend gelten. So ist als Einzelfall
die Konstellation mit γ = 5◦, also einem sehr kleinen Bereich des steiferen Materials 1
umschlossen von einem großen Bereich von Material 2, weniger kritisch als die umge-
kehrte Situation mit γ = 355◦, bei der ein großer Bereich des steiferen Materials 1 einen
kleinen Bereich des weicheren Materials 2 umschließt. Die Werte fu¨r γ = 90◦ stimmen
mit den bereits ermittelten Werten in Abbildung 25 u¨berein. Die Werte fu¨r γ = 180◦
entsprechen den Singularita¨tsordnungen fu¨r ein gerades Interface am freien Rand aus
Abschnitt 3.3.1. Die Singularita¨tsordnungen sind allgemein im mittleren Winkelbereich
weniger kritisch und in den Bereichen, in denen ein Material einen Sektor mit einem
Winkel ungefa¨hr bis zu 100◦ einnimmt, allgemein sta¨rker. Der Maximalwert tritt fu¨r
den Interaktionswinkel γ = 30◦ auf und ist leicht sta¨rker als die Rissspitzensingularita¨t.
Bei Betrachtung des gesamten Verlaufs ist davon auszugehen, dass das tatsa¨chliche
Maximum des Verlaufs u¨ber dem Winkel auch bei einer kontinuierlichen Auswertung
der Singularita¨tsordnung abha¨ngig von γ in diesem Wertebereich von γ liegt und kein
wesentlich anderer Wert der maximalen Singularita¨tsordnung auftritt. Natu¨rlich setzt
dies voraus, dass keine großen Unstetigkeiten im Verlauf auftreten, was jedoch in allen
anderen betrachteten Situationen nicht der Fall war.
Als weitere Untersuchung wurde nun noch fu¨r die nach den vorherigen Ergebnissen inter-
essanteste Materialkombination von E1 = 210.000 MPa, ν1 = 0, 3 und E2 = 2.100 MPa
und interessanteste Winkelkombination von γ = 30◦ und einem Sektorenwinkel fu¨r Ma-
terial 2 von 330◦ eine Variation der Querkontraktionszahl ν2 im Bereich 0 bis 0, 49
durchgefu¨hrt. Da aus den ersten Rechnungen keine allgemein gu¨ltige Abha¨ngigkeit der
Singularita¨tsordnung zu erkennen war, ist diese Rechnung interessant, um zu sehen, ob
der Wert der Singularita¨tsordnung, der u¨ber den Winkelbereich und u¨ber den Werte-
bereich von E2 bereits anna¨hernd einen Maximalwert darstellt, fu¨r andere Werte der
Querkontraktionszahl noch sta¨rker wird. Die Querkontraktionszahl ν2 wird hierbei in
Rechenschritten von ∆ν2 = 0, 02 durchgefu¨hrt. Das Ergebnis ist in Abbildung 28 darge-
stellt.
Hierbei liegen drei Eigenwerte im relevanten Bereich, der sta¨rkste und damit maßgebli-
che bewegt sich in einem Wertebereich von −0, 4 fu¨r niedrige Werte der Querkontrak-
tionszahl ν2 bis hin zu einem Maximalwert von beinahe −0, 6 fu¨r den gro¨ßten Wert
der Querkontraktionszahl ν2. Somit ist die auftretende Singularita¨tsordnung zum Teil
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Abbildung 28: Singularita¨tsordnungen fu¨r zwei gerade Interfaces unter Interaktionswin-
kel γ = 30◦ am freien Rand eines Halbraums aus zwei isotropen Teilmaterialien mit
E1 = 210.000 MPa, E2 = 2.100 MPa und ν1 = 0, 3 in Abha¨ngigkeit der Querkontrakti-
onszahl ν2.
schwa¨cher und zum Teil sta¨rker als die Rissspitzensingularita¨tsordnung. In diesem Fall
nimmt die Singularita¨tsordnung u¨ber den gesamten Bereich der Querkontraktionszahl
monoton zu. Dieser Zusammenhang war bei den Ergebnissen fu¨r den Interaktionswinkel
γ = 90◦ (siehe Abbildungen 25 und 26) wie bereits erwa¨hnt nicht fu¨r jeden Wert des
Elastizita¨tsmoduls E2 gegeben. Auch dort trat jedoch fu¨r den Fall E2 = 2.100 MPa
das Maximum u¨ber dem Bereich der Querkontraktionszahl fu¨r den ho¨chsten Wert von
ν2 auf.
Im Vergleich zu dem Wert, der in Abbildung 27 mit ν2 = 0, 3 das Maximum darstellt,
tritt also fu¨r andere Werte von ν2 tatsa¨chlich noch ein sta¨rkerer Wert der Singula-
rita¨tsordnung auf. Anhand der durchgefu¨hrten Untersuchungen ist davon auszugehen,
dass fu¨r diese Konfiguration innerhalb der gewa¨hlten Wertebereiche von Materialpara-
metern der ermittelte Betrag der Singularita¨tsordnung von circa −0, 6 das Maximum
fu¨r alle Parametervariationen darstellt.
3.4 Fazit
In diesem Kapitel wurde gezeigt, wie die Rand-Finite-Elemente-Methode zur Analyse
von Spannungssingularita¨ten in rein linear-elastischen Konfigurationen genutzt werden
3.4 Fazit 59
kann. Die Vernetzung erfordert hierbei im Vergleich mit der Finite-Elemente-Methode
einen relativ geringen Aufwand, da zum einen nur eine Diskretisierung des Randes not-
wendig ist und zum anderen keine ausgepra¨gte Verfeinerung um das Zentrum der Span-
nungssingularita¨t notwendig ist um diese u¨berhaupt zu erfassen. Die Analyse der unter-
suchten Modelle zeigt, dass daher auch fu¨r dreidimensionale Konfigurationen mit ortho-
tropem Materialverhalten Singularita¨tsordnungen effizient ermittelt werden ko¨nnen.
In Bezug auf die ermittelten Singularita¨tsordnungen wurde deutlich, dass das Geschehen
an dreidimensionalen Interaktionspunkten von zweidimensionalen materiellen oder geo-
metrischen Diskontinuita¨ten von komplexer Natur ist. Auf den ersten Blick lassen sich
keine einfachen Bildungsregeln zwischen den Singularita¨tsordnungen der zweidimensio-
nalen Diskontinuita¨ten und den Singularita¨tsordnungen an den dreidimensionalen Inter-
aktionspunkten angeben. Es ist somit von Vorteil, ein effizientes Werkzeug zur Analyse
von dreidimensionalen Konfigurationen zur Hand zu haben.
Die Variation von geometrischen Parametern und Materialwerten la¨sst sich mithilfe der
Rand-Finite-Elemente-Methode allgemein gut durchfu¨hren. Eine Variation der geome-
trischen Parameter ist hierbei durch die Generierung von parametrisierten oder unter-
schiedlichen Netzen aufwendiger als die Variation von Materialparametern, die direkt
u¨ber das Inputfile erfolgt. Fu¨r einige Parameter wie beispielsweise Kerbo¨ffnungswinkel
lassen sich klare Auswirkungen auf die Singularita¨tsordnung erkennen – so nimmt die
maximale Singularita¨tsordnung in den betrachteten Konfigurationen mit zunehmendem
Kerbo¨ffnungswinkel immer ab – wohingegen fu¨r andere Parameter wie die Querkontrak-
tionszahl oder den Lagenaufbau der Einfluss auf die Singularita¨tsordnung nicht immer
klar vorhersehbar ist.
Bei den untersuchten Konfigurationen traten zum Teil komplexwertige Singularita¨tsord-
nungen und damit oszillierende Spannungen auf. Auch dieses Pha¨nomen unterliegt auf
den ersten Blick keinen klar erkennbaren Regeln. Auffa¨llig ist zudem, dass bei mehreren
Konfigurationen fu¨r bestimmte Wertebereiche von geometrischen Parametern und Ma-
terialwerten Singularita¨tsordnungen auftreten, die die bekannte Singularita¨tsordnung
der Rissspitze u¨berschreiten. Fu¨r Multimaterialkonfigurationen mit geometrischen Dis-
kontinuita¨ten scheinen solche starken Singularita¨tsordnungen also kein ungewo¨hnlicher
Ausnahmefall zu sein. Folglich ist in der Praxis durchaus damit zu rechnen, dass solche
starken Singularita¨ten bereits bei vergleichsweise harmlos aussehenden Multimaterial-
konfigurationen vorliegen ko¨nnen.
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4 Ermittlung maximaler Singularita¨tsordnungen in
Bezug auf Materialdaten und Geometrie
Im vorangegangenen Kapitel wurden auftretende Singularita¨tsordnungen allgemein in
Abha¨ngigkeit von einzelnen Materialkennwerten oder geometrischen Parametern inner-
halb festgelegter Wertebereiche nahezu kontinuierlich betrachtet. In der Praxis ist solch
eine umfassende Analyse fu¨r alle Parameter nicht immer notwendig und sinnvoll. So
ist bei der Konstruktion einer Struktur meist eine bestimmte Geometrie oder ein Ma-
terialwert festgelegt, andere Parameter wiederum ko¨nnen variiert werden, ohne dass
konstruktive Anforderungen missachtet werden. Oft ist es in so einem Fall interessant,
den
”
worst case“ – also die sta¨rkste auftretende Singularita¨tsordnung fu¨r die Variation
eines Parameters – zu kennen. Sollte diese ungefa¨hrlich sein, ist keine weiterfu¨hrende
Analyse no¨tig und der Parameter kann frei gewa¨hlt werden. Umgekehrt kann natu¨rlich
auch direkt fu¨r den zula¨ssigen Wertebereich eines Parameters nach dem Minimum der
Singularita¨tsordnung gesucht werden, wenn bei der Auslegung der Struktur das Ziel ist,
auftretende Spannungen gemessen an den Singularita¨tsordnungen mo¨glichst unkritisch
zu halten.
Liegt eine Situation vor, die anhand der Singularita¨tsordnung als versagenskritisch zu
betrachten ist, la¨sst sich dies in manchen Strukturen relativ einfach abmildern, indem
ein Winkel oder ein Materialparameter gea¨ndert wird. Es ist daher bei einer gegebenen
geometrischen Situation und gegebenen Materialien interessant zu wissen, wie sich die
Singularita¨tsordnung verha¨lt, wenn einzelne Parameter vera¨ndert werden.
Die Untersuchung der Singularita¨tsordnungen in Abha¨ngigkeit von bestimmten Parame-
tern ist auch im Hinblick auf die U¨bertragungsfa¨higkeit der Erkenntnisse auf andere, in
gewisser Hinsicht a¨hnliche Konfigurationen interessant. Nehmen beispielsweise mit ei-
nem sich o¨ffnenden Winkel in einer Konfiguration die Singularita¨tsordnungen ab, ist zu
erwarten, dass sie in anderen Konfigurationen mit a¨hnlichen Winkelgeometrien ebenfalls
abnehmen. Falls sich aus der Untersuchung der Abha¨ngigkeit der Singularita¨tsordnung
von bestimmten Parametern in einzelnen Konfigurationen allgemeine konstruktive Re-
geln herleiten lassen ko¨nnen, erleichtert dies in der Praxis die sichere Auslegung von
Strukturen.
Selbstversta¨ndlich ist auch in den Analysen der Kapitel 3 und 5 der Maximalwert der er-
mittelten Singularita¨tsordnungen immer von besonderem Interesse. Dort liegt jedoch die
Aufmerksamkeit auch noch auf anderen Punkten wie der allgemeinen Qualita¨t der Singu-
larita¨tsordnungen fu¨r eine Konfiguration und mo¨glichen Zusammenha¨ngen der zwei- und
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dreidimensionalen Ergebnisse. Dahingegen ist dieses Kapitel der gezielten Ermittlung
der maximalen Singularita¨tsordnungen fu¨r gegebene Wertebereiche von Materialdaten
und geometrischen Parametern gewidmet.
Nach einer Darstellung des allgemeinen Vorgehens im na¨chsten Abschnitt folgt die Un-
tersuchung eines zweidimensionalen Multimaterialkerbs mit drei beziehungsweise vier
unterschiedlichen Materialsektoren. Anschließend wird die Untersuchung von dreidimen-
sionalen Konfigurationen kurz diskutiert. Das Kapitel schließt mit einem Fazit zur Er-
mittlung maximaler Singularita¨tsordnungen mit der Rand-Finite-Elemente-Methode.
4.1 Allgemeines Vorgehen bei der Ermittlung maximaler Sin-
gularita¨tsordnungen
In diesem Abschnitt soll dargelegt werden, wie die maximale Singularita¨tsordnung un-
ter Variation von Materialparametern und geometrischen Gro¨ßen innerhalb festgelegter
Wertebereiche ermittelt werden kann. Hierbei werden zum Teil mathematische Opti-
mierungsverfahren eingesetzt, zum Teil werden systematische Parameterstudien durch-
gefu¨hrt.
Zuna¨chst muss zur Ermittlung der maximalen Singularita¨tsordnung einer Konfigurati-
on festgelegt werden, welche Parameter variiert werden ko¨nnen und innerhalb welcher
Wertebereiche dies geschehen darf. Dann muss grundlegend die Wahl getroffen werden,
ob hierbei jeweils nur ein Parameter oder direkt mehrere gleichzeitig vera¨ndert wer-
den sollen. Das Vorgehen ha¨ngt außerdem noch von Rechenzeitanforderungen ab, da
eine mathematische Optimierung mit mehreren Parametern gleichzeitig insbesondere
fu¨r dreidimensionale Konfigurationen schnell sehr aufwendig sein kann.
Fu¨r weniger rechenintensive Modelle – vorwiegend fu¨r zweidimensionale Konfigurationen
– ko¨nnen zur Ermittlung der maximalen Singularita¨tsordnung systematische Parameter-
studien durchgefu¨hrt werden. Hierbei wird die Abha¨ngigkeit der Singularita¨tsordnung
von einem einzelnen Parameter einfach durch Rechnungen fu¨r verschiedene Werte des
Parameters in bestimmten Schrittweiten untersucht. Dies liefert Erkenntnisse u¨ber den
Einfluss eines Parameters auf die Singularita¨tsordnung. Es sei angemerkt, dass sich
hieraus keine eindeutigen Regeln ergeben mu¨ssen, da u¨ber die Art der Funktionen der
Singularita¨tsordnung abha¨ngig von den gewa¨hlten Parametern nichts bekannt ist.
Dieses Vorgehen la¨sst sich auch fu¨r die gleichzeitige Variation von zwei Parametern an-
wenden. Hier entsteht ein dreidimensionaler Lo¨sungsraum. Dies liefert eine gute Einsicht
in den Einfluss zweier unabha¨ngiger Parameter, ist allerdings deutlich rechenintensiver
und aufwendiger im Postprocessing als die Variation eines Parameters. Sofern bereits
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der Einfluss der einzelnen Parameter bekannt ist und beide einzeln gesehen in einem
bestimmten Wertebereich zu den sta¨rksten Singularita¨tsordnungen fu¨hren, kann der Be-
reich, in dem unter Variation beider Parameter gleichzeitig das Maximum auftritt, in
der Regel natu¨rlich bereits eingeschra¨nkt werden und der Aufwand verringert sich ent-
sprechend.
Schließlich ko¨nnen auch geeignete mathematische Optimierungsverfahren eingesetzt wer-
den. Die Auswahl eines geeigneten Optimierungsverfahrens ist hier unter anderem von
der Anzahl der Optimierungsvariablen und von der gewu¨nschten Zuverla¨ssigkeit ab-
ha¨ngig. Da die Art der Funktion fu¨r die Singularita¨tsordnung in Abha¨ngigkeit eines
gewa¨hlten Parameters vorab nicht bekannt ist und ein komplexer Verlauf zu erwarten ist
– es liegt beispielsweise in der Regel keine monotone Funktion vor, fu¨r die eine Optimie-
rung relativ leicht wa¨re – ist ein Optimierungsverfahren mit stochastischem Ansatz am
sinnvollsten. Wichtig ist bei einem solchen Verfahren, dass das Feld mo¨glicher Parame-
terkombinationen sinnvoll abgedeckt wird, sodass kein interessantes Ergebnis u¨bersehen
wird. Dies ist durch die Wahl geeigneter Einstellungen fu¨r das Optimierungsverfahren
mo¨glich. Die Optimierung mehrerer Parameter kann hier schnell sehr aufwendig wer-
den, insbesondere wenn bei dreidimensionalen Konfigurationen die Rechenzeit fu¨r eine
einzelne Analyse bereits vergleichsweise zeitintensiv ist.
Sowohl fu¨r die systematische Variation von Parametern als auch die Anwendung von ma-
thematischen Optimierungsverfahren wurde im Rahmen dieser Arbeit die kommerzielle
Software Isight [24] verwendet. In diesem Programm sind einige Optimierungsalgorith-
men implementiert, es ko¨nnen jedoch auch mit der Funktion
”
Design of Experiments“ an-
wenderfreundlich Parameterstudien durchgefu¨hrt werden. Grundlegend funktioniert die
Optimierung mit Isight so, dass die Software ein ausgewa¨hltes Programm – in diesem
Fall die RFEM-Implementierung Caesar – mit einer zugewiesenen Eingabe-Datei auf-
ruft. In dieser Eingabe-Datei wird der gewu¨nschte zu variierende Parameter markiert
und in Isight der zu untersuchende Wertebereich fu¨r diesen Parameter festgelegt. In ei-
ner Beispiel-Ausgabe-Datei des eingebundenen Programms (hier Caesar) wird der Aus-
gabeparameter, auf den sich die Optimierung beziehen soll, festgelegt – in diesem Fall
also die Singularita¨tsordnung. Die Software Isight ruft dann das Programm Caesar fu¨r
einen Startwert auf, der durch den ausgewa¨hlten Optimierungsalgorithmus festgelegt ist.
Nach der Auswertung der zugeho¨rigen Singularita¨tsordnung wird der na¨chsten Wert aus-
gewa¨hlt, fu¨r den das Programm aufgerufen wird. Bei einer Parameterstudie erfolgt die
Auswahl der Werte, fu¨r die das eingebundene Programm aufgerufen wird, entsprechend
der definierten Wertebereiche und Schrittgro¨ßen. Fu¨r die untersuchten Konfigurationen
im Rahmen dieser Arbeit erfolgte die Auswahl des Optimierungsverfahrens unter den in
Isight implementierten Methoden zuerst nach der Art des Verfahrens und der Anzahl der
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Optimierungsparameter. Dann wurden in Frage kommende Verfahren an Beispielen mit
bereits berechneten Ergebnissen getestet – in der Regel lagen fu¨r jede Konfiguration
bereits einzelne Rechnungen fu¨r bestimmte Parameter vor – und jeweils fu¨r die wei-
tere Untersuchung der Konfiguration das Verfahren mit der besten U¨bereinstimmung
gewa¨hlt.
Insgesamt ko¨nnen bei dem gewa¨hlten Vorgehen Materialparameter allgemein sehr leicht
variiert werden, da sie in der Regel direkt explizit in der Eingabe-Datei angegeben
werden. Geometrische Parameter hingegen sind zumindest in der verwendeten RFEM-
Implementierung Caesar nur indirekt im Netz enthalten. Anders als beispielsweise bei
einer kommerziellen Finite-Elemente-Software wie Abaqus, bei der auch eine Parametri-
sierung von geometrischen Parametern relativ leicht entweder u¨ber das CAE-Interface
oder die zugrundeliegende Python-Syntax umgesetzt werden kann, ist dies bisher in Cae-
sar vergleichsweise aufwendig. Ein Netz muss entweder manuell fu¨r verschiedene Geome-
trien neu generiert werden oder geeignet parametrisiert werden. Je nach Komplexita¨t
der Geometrie kann dies eine anspruchsvolle Aufgabe sein. Fu¨r einen zweidimensionalen
Multimaterialkerb lassen sich die Sektorenwinkel beispielsweise relativ einfach variieren.
Soll ein geometrischer Parameter in einer dreidimensionalen Konfiguration in relativ klei-
nen Schritten variiert werden, muss das Netz entsprechend fein ausgelegt werden. Dies
kann teilweise problematisch werden, da dann entweder die gesamte Konfiguration sehr
fein vernetzt werden muss und der Rechenaufwand entsprechen ansteigt oder in einem
Bereich ein entsprechender U¨bergang zwischen feiner und grober Vernetzung gestal-
tet werden muss. Da der Aufwand insbesondere bei dreidimensionalen Konfigurationen
und Variation geometrischer Parameter vergleichsweise hoch ist, wurden im Rahmen
dieser Arbeit u¨berwiegend zweidimensionale Konfigurationen betrachtet. Dies liefert be-
reits einen guten Einblick in die Mo¨glichkeiten, die eine gezielte Ermittlung maximaler
Singularita¨tsordnungen von Konfigurationen im Hinblick auf die Singularita¨tsordnung
bietet.
4.2 Zweidimensionaler Trimaterialkerb
Als erstes wurde ein zweidimensionaler Kerb mit bis zu drei unterschiedlichen linear-
elastischen isotropen Materialien wie in Abbildung 29 dargestellt untersucht. Der Fall
eines Kerbs in homogenem Material und eines Bimaterialkerbs ist also hier mit einge-
schlossen. Ein zweidimensionaler Kerb mit drei Materialien ist eine Situation, die auf
den ersten Blick relativ simpel erscheint und bei der zu vermuten wa¨re, dass dort be-
reits alle analytischen Lo¨sungen vorliegen. Obwohl einige Beitra¨ge zu dieser Situation
existieren, sind analytische Lo¨sungen meist auf bestimmte Materialarten wie beispiels-
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weise rein isotropes oder rein anisotropes Materialverhalten eingeschra¨nkt. Auch scheint
das Augenmerk in gesichteter Literatur eher auf der Bereitstellung einer Lo¨sung als auf
der Auswertung im Hinblick auf maximal auftretende Singularita¨tsordnungen zu liegen.
Daher wurde dieses Beispiel im Rahmen dieser Arbeit anhand der Rand-Finite-Elemente-
Methode gezielt im Hinblick auf Extremwerte der Singularita¨tsordnungen untersucht.
Abbildung 29: Zweidimensionaler Trimaterialkerb mit Kerbo¨ffnungswinkel α und
Material-Sektorenwinkeln β,γ,δ.
Der in Abbildung 29 dargestellte zweidimensionale Kerb wurde mit drei Sektoren aus je-
weils linear-elastischen isotropen Materialien betrachtet. Variiert werden nun sowohl der
Kerbo¨ffnungswinkel α und die Sektorenwinkel β,γ,δ als auch die isotropen Materialpara-
meter der einzelnen Sektoren. Fu¨r die Winkel gilt die Einschra¨nkung α+β+γ+δ = 360◦.
Als zula¨ssiger Wertebereich fu¨r die jeweiligen Elastizita¨tsmoduli wurde 2.100 MPa bis
210.000 MPa festgelegt. Die Querkontraktionszahlen haben bei homogenem Material
keinen Einfluss. Fu¨r mehrere Materialien ha¨ngen die Singularita¨tsordnungen allgemein
von der Querkontraktionszahl ab. Da der Einfluss der Querkontraktionszahl fu¨r diese
Konfigurationen jedoch nur gering ist, wird im Folgenden fu¨r alle Querkontraktionszah-
len der Wert 0, 3 festgelegt. Die Optimierung wurde mithilfe von Isight durchgefu¨hrt.
Eine ausfu¨hrliche Untersuchung mit Variation der einzelnen Parameter sowie Variation
verschiedener Werte gleichzeitig wurde im Rahmen einer Bachelor-Arbeit von Schuh-
mann [81] durchgefu¨hrt. Die Optimierung erfolgte hierbei in der Art einer Rasterung
in 10◦-Schritten. Die wichtigsten Ergebnisse hiervon sind in Tabelle 6 zusammengefasst.
Die gleiche Situation wurde zudem von Sator [80] auch analytisch mithilfe der Methode
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der komplexen Potentiale untersucht, wodurch die semi-analytisch ermittelten Resultate
besta¨tigt wurden.
Zur Modellierung mit der Rand-Finite-Elemente-Methode wird das A¨hnlichkeitszentrum
fu¨r den Trimaterialkerb wie bereits fu¨r den homogenen Kerb in Abschnitt 3.2.1 in den
Kerbgrund gelegt. Der Rand wird dann mit einer festen Anzahl von 40 C2-Elementen
diskretisiert.
Zuna¨chst wurde eine Optimierung fu¨r den homogenen Fall durchgefu¨hrt, in dem alle
drei Materialsektoren die gleichen Eigenschaften haben. Variiert werden hier also der
Kerbo¨ffnungswinkel α und die Elastizita¨tsmoduli E1 = E2 = E3. Hier ergibt sich die
maximal auftretende Singularita¨tsordnung bei Optimierung der Winkel und Material-
parameter wie zu erwarten fu¨r den Kerbo¨ffnungswinkel 0◦, also den Grenzfall eines
Risses, zur bekannten Rissspitzensingularita¨tsordnung von −0, 5. Die Konfiguration ist
in Abbildung 30 dargestellt. Diese Singularita¨tsordnung tritt, ebenso wie zu erwarten,
unabha¨ngig von den gewa¨hlten Materialparametern auf.
Abbildung 30: Konfiguration fu¨r den homogenen Kerb mit maximaler Singula-
rita¨tsordnung.
Anschließend wird die Konfiguration als Bimaterialkerb untersucht, bei dem nun Ma-
terial 2 und 3 die gleichen Eigenschaften besitzen. Die Elastizita¨tsmoduli E1 und E2
sind innerhalb des Bereichs 2.100 MPa bis 210.000 MPa variabel, die Winkel unter-
liegen wieder der Restriktion α + β + γ + δ = 360◦. Hier ergibt sich nun als Maxi-
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Optimierte Parameter Homogen Bimaterial Trimaterial
Elastizita¨tsmodul E1 beliebig 210.000 MPa 210.000 MPa
Elastizita¨tsmodul E2 - 2.100 MPa 2.100 MPa
Elastizita¨tsmodul E3 - - 210.000 MPa
Kerbo¨ffnungswinkel α 0◦ 0◦ 0◦
Sektorenwinkel β β + γ + δ = 360◦ 10◦ 10◦
Sektorenwinkel γ - γ + δ = 350◦ 340◦
Sektorenwinkel δ - - 10◦
maximale Singularita¨tsordnung -0,5 -0,72 -0,9
Tabelle 6: Ergebnisse der Optimierung fu¨r den Trimaterialkerb.
malwert eine Singularita¨tsordnung von −0, 72. Diese tritt ebenso wie zu erwarten fu¨r
den minimalen Kerbo¨ffnungswinkel α = 0◦, also den Riss, auf. Die Elastizita¨tsmoduli
der beiden Materialien unterscheiden sich innerhalb des gewa¨hlten Wertebereichs ma-
ximal. Die entsprechende Konfiguration ist in Abbildung 31 dargestellt. Hierbei sei
erwa¨hnt, dass der Betrag der Singularita¨tsordnung weiter ansteigt, wenn das Verha¨ltnis
der Elastizita¨tsmoduli noch extremer gewa¨hlt wird, dies ist allerdings fu¨r real auftre-
tende Materialdaten bei technischen Strukturen nur begrenzt relevant und dient eher
dem theoretischen Versta¨ndnis. Die ermittelten Winkel fu¨r den Maximalwert der Sin-
gularita¨tsordnung fu¨r den betrachteten Bimaterialkerb betragen β = 10◦ fu¨r Materi-
al 1 mit dem ho¨chstmo¨glichen Wert fu¨r den Elastizita¨tsmodul E1 = 210.000 MPa und
γ + δ = 350◦ fu¨r Material 2 und 3 mit dem niedrigsten Wert fu¨r den Elastizita¨tsmodul
E2 = E3 = 2.100 MPa. Die kritischste Situation fu¨r einen Bimaterialkerb mit isotropen
Materialien ist also ein Riss in einem relativ weichen Material mit einer du¨nnen Schicht
von steiferem Material. Die umgekehrte Situation mit einem schmalen Sektor aus ver-
gleichsweise weichem Material und einem großen Bereich aus vergleichsweise steifem Ma-
terial fu¨hrt hingegen lediglich zur bekannten Rissspitzensingularita¨tsordnung. Aus dieser
Konfiguration la¨sst sich ableiten, dass ein du¨nner Sektor mit steiferem Material und ein
großer Bereich mit weicherem Material scheinbar kritischer als ein du¨nner Sektor mit wei-
chemMaterial umgeben von steiferem Material ist. Das Ergebnis ist nicht nur interessant,
da es pauschale Anwenderempfehlungen ermo¨glicht, bemerkenswert ist vor allem die auf-
tretende Singularita¨tsordnung, die sta¨rker als die Rissspitzensingularita¨tsordnung und
damit eine sogenannte Hypersingularita¨t ist. Soweit existierende analytische Lo¨sungen
in der Literatur dieses Ergebnis innerhalb der Gesamtlo¨sung bereitstellen, scheint es
wenig Beachtung zu finden. Wenngleich die Existenz von solchen Hypersingularita¨ten
bekannt ist, wird in der linearen Bruchmechanik allgemein doch ha¨ufig die Rissspitzen-
singularita¨t als
”
worst case“ zitiert und ist als solche im Bewusstsein vieler Ingenieure.
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Das untersuchte Beispiel mit zwei Materialien zeigt, dass bereits bei einer einfachen Kon-
figuration mit rein isotropen Materialien eine wesentlich sta¨rkere Singularita¨tsordnung
auftreten kann. Hierbei sind die gewa¨hlten Elastizita¨tsmoduli durchaus realistische Bei-
spiele, wobei die Singularita¨tsordnung mit sich sta¨rker unterscheidenden Werten wie
erwa¨hnt noch ho¨her ausfallen kann.
Abbildung 31: Konfiguration fu¨r den Bimaterialkerb mit maximaler Singula-
rita¨tsordnung.
Zuletzt wurde die Optimierung mit drei unterschiedlichen Materialien wieder in den glei-
chen Wertebereichen fu¨r die Elastizita¨tsmoduli durchgefu¨hrt. Hier ergibt sich mit einer
maximalen Singularita¨tsordnung von −0, 9 eine noch kritischere Hypersingularita¨t. Die-
se tritt wiederum fu¨r einen Riss – also Kerbo¨ffnungswinkel α = 0◦ – auf, der von zwei
du¨nnen Sektoren mit dem maximal mo¨glichen Elasitizita¨tsmodul von 210.000 MPa um-
randet ist. Diese Konfiguration ist in Abbildung 32 dargestellt. Diese nehmen wiederum
jeweils nur einen Sektorwinkelbereich von 10◦ ein. Der gro¨ßte Sektor mit Material 2 fu¨llt
einen Winkelbereich von 340◦ aus und besitzt den niedrigstmo¨glichen Elastizita¨tsmodul
von 2.100 MPa. Die ermittelte Konfiguration ist der des Bimaterialkerbs sehr a¨hnlich,
auch hier ist ein du¨nner Bereich des steiferen Materials angrenzend an einen großen Be-
reich des weichen Materials am kritischsten. Hier liegt der Riss nun vollsta¨ndig im steife-
ren Bereich, was bei der vorgegeben Konfiguration eines Bimaterialkerbs natu¨rlich nicht
mo¨glich ist. Die Hypersingularita¨t wird dadurch innerhalb gleicher Wertebereiche fu¨r die
Materialparameter gemessen am Betrag der Singularita¨tsordnung noch gesteigert. Die
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umgekehrte Situation, bei der der Riss umgeben von einem du¨nnen Sektor weichen Ma-
terials liegt und das steifere Material den restlichen Bereich ausfu¨llt, ist wieder weniger
kritisch. Sollte ein Konstrukteur in einer Struktur eine a¨hnliche Konfiguration beno¨tigen,
liefern diese Ergebnisse somit Hinweise auf zu bevorzugende Konfigurationen. Allgemein
ist anhand einer Analyse mit der Rand-Finite-Elemente-Methode eine Einscha¨tzung
mo¨glich, welche Materialien und Sektorenwinkel auftretende Singularita¨ten abmildern
ko¨nnten. Natu¨rlich ist dies keine umfassende bruchmechanische Bewertung, liefert aber
einen ersten Anhaltspunkt fu¨r die Kritikalita¨t einer vorliegenden Situation und durch
den geringen Aufwand eine schnelle erste Einscha¨tzung.
Abbildung 32: Konfiguration fu¨r den Trimaterialkerb mit maximaler Singula-
rita¨tsordnung.
Bei der Betrachtung des Trimaterialkerbs ist weiterhin interessant, dass auch fu¨r eine
Konfiguration mit einem Kerbo¨ffnungswinkel α = 180◦ und einem großen Bereich von
weichem Material mit jeweils du¨nnen Sektoren von 10◦ mit steifem Material am Rand
(siehe Abbildung 33) eine Hypersingularita¨t mit einer Singularita¨tsordnung von −0, 84
auftritt. Dies ist bemerkenswert, da diese Geometrie in homogenem Material harmlos
ist in dem Sinne, dass dann dort u¨berhaupt keine Singularita¨t mehr auftritt. Dadurch
wird deutlich, dass die auftretenden Hypersingularita¨ten nicht in erster Linie auf den
Riss zuru¨ckzufu¨hren sind, was bei der vorher beschriebenen Konfiguration mit dem
Maximalwert noch naheliegend wa¨re. Die stark unterschiedlichen Materialeigenschaften
kombiniert mit du¨nnen Randbereichen des steiferen Materials hat scheinbar einen we-
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sentlichen Anteil an der Entstehung von starken Singularita¨ten. Auch dies zeigt wieder
deutlich, dass bereits bei recht simplen Beispielen u¨berraschende Ergebnisse auftreten
ko¨nnen, die ohne genaue Untersuchung der Singularita¨tsordnungen nicht unbedingt auf
der Hand liegen.
Abbildung 33: Trimaterialkerb-Konfiguration mit Singularita¨tsordnung -0,84.
4.3 Zweidimensionaler Viermaterialkerb
Als na¨chste Situation wurde ein zweidimensionaler Viermaterialkerb wie in Abbildung 34
dargestellt untersucht. Alle vier Sektoren besitzen isotrope Materialeigenschaften. Wie
fu¨r den Trimaterialkerb soll die sta¨rkste Singularita¨tsordnung unter Variation der Para-
meter ermittelt werden. Hierbei wird fu¨r alle Materialien ein fester Wert von ν = 0, 3
fu¨r die Querkontraktionszahl gewa¨hlt. Nachdem die maximale Singularita¨tsordnung fu¨r
einen Kerbo¨ffnungswinkel α = 0◦ zu erwarten ist, wird hier direkt nur die Konfiguration
mit einem Riss untersucht. Die Analyse des Trimaterialkerbs hat gezeigt, dass auch fu¨r
andere Kerbo¨ffnungswinkel sehr starke Singularita¨tsordnungen auftreten ko¨nnen. Daher
sollte der Kerbo¨ffnungswinkel bei der Untersuchung allgemein nicht von vorneherein auf
den Riss beschra¨nkt werden. Um jedoch den Maximalwert, der in jedem Fall fu¨r eine
Konfiguration mit Riss zu erwarten ist, aufzudecken, ist diese Beschra¨nkung sinnvoll.
Fu¨r den Viermaterialkerb wird dieses Vorgehen gewa¨hlt, da die Variation aller Werte
mit jedem zusa¨tzlichen Parameter deutlich aufwendiger wird und im ersten Schritt eine
Einschra¨nkung der Parameter nu¨tzlich ist.
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Abbildung 34: Zweidimensionaler Viermaterialkerb mit Kerbo¨ffnungswinkel α und
Material-Sektorenwinkeln δ1,δ2,δ3,δ4.
Fu¨r die Elastizita¨tsmoduli wird wieder der Wertebereich von 2.100 bis 210.000 MPa
festgelegt. Da aus den vorherigen Beispielen bereits klar ist, dass Maximalwerte der Sin-
gularita¨tsordnungen bei maximalen Unterschieden der Materialeigenschaften auftreten,
werden hier fu¨r die einzelnen Materialsektoren direkt nur die Werte 2.100 MPa und
210.000 MPa zur Auswahl gestellt. Auch hier kann eine vollsta¨ndige Untersuchung je
nach Zielsetzung von Interesse sein. Zur Ermittlung des Maximalwerts ist es in der Re-
gel bei Optimierungsaufgaben mit mehreren Parametern sinnvoll, Einschra¨nkungen der
Parameterwerte zu treffen soweit diese zuverla¨ssig durch mechanische Zusammenha¨nge
oder durch bereits gewonnene Erkenntnisse getroffen werden ko¨nnen. Neben der Ein-
schra¨nkung der Werte sollen auch nur echte Viermaterialkerben untersucht werden, al-
so Konfiguration, bei denen alle Sektoren einen Winkelbereich gro¨ßer als null anneh-
men. Insbesondere sollen nebeneinander liegende Sektoren unterschiedliche Materialei-
genschaften haben, da die Konfiguration sonst zu einem Kerb in homogenem Materi-
al oder einem Bi- oder Trimaterialkerb reduziert wird und diese Konfigurationen be-
reits durch vorherige Untersuchungen abgedeckt sind. Mit den Anforderungen E1 6= E2,
E2 6= E3 und E3 6= E4 ergibt sich aufgrund der Vorauswahl der mo¨glichen Werte fu¨r
den Elastizita¨tsmodul letztendlich nur die Kombination E1 = E3 = 2.100 MPa und
E2 = E4 = 210.000 MPa. Die zwei Werte 2.100 MPa und 210.000 MPa ko¨nnen natu¨rlich
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auch umgekehrt den jeweils anderen Sektoren zugewiesen werden, dies ist jedoch aus
Symmetriegru¨nden die gleiche Situation.
Fu¨r diese Materialanordnung werden nun die vier Material-Sektorenwinkel mit einer
Monte-Carlo-Simulation in Isight variiert. Dabei wird die Konfiguration fest mit 72
Linien-Elementen entlang des Randes vernetzt – ein Element entspricht also einem Win-
kelbereich von 5◦. Nach Zufall wird die Anzahl der Elemente fu¨r die einzelnen Sektoren
variiert, wobei die Summe eben konstant 72 ist und jeder Sektor immer mindestens
ein Element besitzt um die echte Viermaterialsituation zu gewa¨hrleisten. Insgesamt
werden mit der Monte-Carlo-Methode 1000 Variationen generiert und fu¨r diese mit
der Rand-Finite-Elemente-Methode die Singularita¨tsordnungen ermittelt. Innerhalb der
1000 Variationen ko¨nnen Doppelungen oder Anordnungen, die aus Symmetriegru¨nden
die gleiche Konfiguration abbilden, vorliegen. Da das Ziel das Ermitteln der maxima-
len Singularita¨tsordnung ist, ist dies nur im Hinblick auf den Rechenaufwand relevant.
Der Rechenzeitaufwand fu¨r mo¨gliche Doppelungen ist jedoch gegen den Aufwand, solche
auszusortieren, abzuwa¨gen. Fu¨r echte Doppelungen ist dieser wohl u¨berschaubar, die An-
ordnungen, die sich aus Symmetriegru¨nden entsprechen, alle herauszufiltern u¨bersteigt
jedoch den zusa¨tzlichen Rechenaufwand einiger unbeno¨tigter Variationen. Wichtig ist,
dass durch die gewa¨hlte Anzahl der Variationen im Großen und Ganzen alle mo¨glichen
Anordnungen von Winkeln abgedeckt sind, was nach Sichtung der generierten Anord-
nungen der Fall sein sollte.
Die Ergebnisse der Analysen wurden in einer Tabelle ausgewertet, die aufgrund der
Anzahl der Rechnungen nicht hier aufgefu¨hrt wird. Die gesamten Ergebnisse fu¨r die
Realteile der Singularita¨tsordnungen bewegen sich in einem Wertebereich von −0, 7 bis
−0, 3. Es gibt also sowohl Konfigurationen mit Singularita¨tsordnungen, die sta¨rker sind
als die Rissspitzensingularita¨t, als auch welche, die schwa¨chere Werte aufweisen. Hier-
bei treten jeweils fu¨r viele unterschiedliche Konfigurationen a¨hnliche maximale Singu-
larita¨tsordnungen auf. Bei der Betrachtung der Konfigurationen, die zu den sta¨rksten
Singularita¨tsordnungen fu¨hren, fa¨llt auf, dass dies allgemein Anordnungen sind, bei de-
nen Material 1 oder Material 4 – also eines der Materialien am Riss – einen sehr großen
Bereich ausfu¨llt und die drei anderen Sektoren jeweils sehr kleine Bereiche von 1 − 2
Elementen, also einem Winkelbereich von 5− 10◦ einnehmen. Die Konfigurationen mit
den unkritischsten Werten der Singularita¨tsordnungen von circa −0, 3 besitzen allge-
mein entweder a¨hnlich große Sektoren der einzelnen Materialien oder enthalten noch
relativ du¨nne Sektoren mit einem Winkelbereich von 10− 20◦ ausschließlich fu¨r die in-
nenliegenden Materialien 2 und 3. Ebenso wie beim Bi- und Trimaterialkerb scheinen
also vor allem du¨nne Sektoren insbesondere um den Riss oder Kerb herum die Singula-
rita¨tsordnung zu versta¨rken. Auffallend ist, dass die maximalen Singularita¨tsordnungen
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aller Anordnungen schwa¨cher sind als die sta¨rkste Singularita¨tsordnung fu¨r den Trima-
terialkerb. Die Werte liegen eher im Wertebereich des Maximalwerts fu¨r den Bimateri-
alkerb.
Vergleicht man die Ergebnisse fu¨r die unterschiedlichen Konfiguration (siehe Tabelle 6),
so wird ersichtlich, dass mit jedem weiteren Material die Singularita¨tsordnung weiter
ansteigt und somit wa¨re fu¨r einen Viermaterialkerb eine sta¨rkere Singularita¨tsordnung
zu erwarten. Bei genauer Betrachtung macht es jedoch durchaus Sinn, dass innerhalb
der mo¨glichen Anordnungen des berechneten Viermaterialkerbs keine sta¨rkere Singula-
rita¨tsordnung als fu¨r den Trimaterialkerb auftritt. Denn die Konfigurationen, die beim
Trimaterialkerb zu starken Singularita¨tsordnungen fu¨hren, sind ja solche, bei denen je-
weils du¨nne Schichten eines steifen Materials um den Riss oder Kerb herum einen großen
Bereich von weichem Material einschließt. Beim Bimaterialkerb ist diese Anordnung
ebenso wie bei den betrachteten Varianten des Viermaterialkerbs nicht mo¨glich. Wenn
die Faktoren, die scheinbar zu den sta¨rksten Singularita¨tsordnungen fu¨hren einerseits
starke Unterschiede in den Materialeigenschaften sind und andererseits du¨nne Bereiche
von relativ steifem Material um den Riss oder Kerb herum, ist bei einer geraden An-
zahl von Materialsektoren mit den vorgegeben Einschra¨nkungen keine a¨hnlich kritische
Konfiguration wie fu¨r den Trimaterialkerb mo¨glich. Aus den durchgefu¨hrten Untersu-
chungen liegt der Schluss nahe, dass eine Analyse ohne die Vorgabe, dass nebeneinander
liegende Sektoren unterschiedliche Materialeigenschaften haben mu¨ssen und ohne die Be-
schra¨nkung der zula¨ssigen Elastizita¨tsmoduli auf die Werte 2.100 MPa und 210.000 MPa
genau zu dem bereits ermittelten Maximalwert der Trimaterialkonfigurationen fu¨hrt.
Weiterhin legen die Ergebnisse des vorigen Abschnitts nahe, dass unter Konfigurationen,
bei denen die vier Sektoren tatsa¨chlich unterschiedliche Materialeigenschaften besitzen,
solche, bei denen die beiden innenliegenden Materialien 2 und 3 zwar nicht die gleichen,
aber noch sehr a¨hnliche Materialeigenschaften besitzen und somit den Trimaterialkerb
Konfigurationen sehr nahe kommen, die sta¨rksten Singularita¨tsordnungen ergeben. Im
Hinblick auf einen Multimaterialkerb mit weiteren Materialien ist aus den Ergebnissen
nicht zu erwarten, dass Singularita¨tsordnungen den Maximalwert des Trimaterialkerbs
wesentlich u¨bersteigen. Als weiterfu¨hrende Untersuchung wa¨re sicherlich zuna¨chst inter-
essant zu pru¨fen, ob fu¨r einen Multimaterialkerb mit 5 Materialien noch leicht sta¨rkere
Singularita¨tsordnungen auftreten als fu¨r den Trimaterialkerb - beispielsweise bei einer
Anordnung wie in Abbildung 35 dargestellt - oder ob der Maximalwert des Trimaterial-
kerbs fu¨r die gewa¨hlten Bereiche der Materialwerte das Maximum auch fu¨r eine ho¨here
Anzahl an Materialien darstellt. Die Untersuchung von Singularita¨tsordnungen fu¨r ande-
re Materialdaten kann fu¨r weitere Untersuchungen gegebenenfalls auch interessant sein,
wobei die hier gewa¨hlten Wertebereiche der Elastizita¨tsmoduli die Materialdaten von
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technisch relevanten isotropen Werkstoffen gut abbilden und damit der interessanteste
Wertebereich von Multimaterialkerben fu¨r die Praxis abgedeckt ist.
Abbildung 35: Multimaterialkerb mit 5 Sektoren.
4.4 Dreidimensionale Konfigurationen
Die Ermittlung maximaler Singularita¨tsordnungen fu¨r dreidimensionale Konfigurationen
ist wie bereits erwa¨hnt deutlich aufwendiger als fu¨r zweidimensionale Konfigurationen.
Zum einen ist die Rechenzeit fu¨r einzelne Rechnungen bereits la¨nger und fu¨r Parameter-
studien und Optimierung mit mehreren Rechnungen der Aufwand entsprechend ho¨her.
Zum anderen wurde bei der Analyse von dreidimensionalen Konfigurationen im Rahmen
dieser Arbeit deutlich, dass eine Optimierung bezu¨glich geometrischer Parameter nur
mit einem sehr hohen Aufwand fu¨r die Generierung mehrerer Netze oder einer sehr be-
dacht gewa¨hlten Vernetzung und Parametrisierung eines Netzes erfolgen kann. In diesem
Abschnitt werden daher keine ausfu¨hrlichen Analysen dargelegt, sondern das Vorgehen
und mo¨gliche Schwierigkeiten bei der Ermittlung maximaler Singularita¨tsordnungen von
dreidimensionalen Konfigurationen erla¨utert.
Im Hinblick auf die Analyse von Singularita¨tsordnungen ist oft der Ausgangspunkt eine
bestehende oder in der Konstruktion angedachte Struktur, die bruchmechanisch bewer-
tet werden soll. Ein anderer Ansatzpunkt ist die gezielte Suche nach besonders starken
Singularita¨tsordnungen beziehungsweise Konfigurationen, bei denen solche vorliegen. Da
insbesondere im dreidimensionalen Raum eine große Menge an denkbaren Multimateri-
alkonfigurationen mit geometrischen und materiellen Diskontinuita¨ten existiert und Un-
tersuchungen aus Kapitel 3 gezeigt haben, dass Singularita¨tsordnungen in dreidimensio-
nalen Multimaterialkonfigurationen komplex sein ko¨nnen und sich nicht leicht pauschale
Aussagen treffen lassen, ist eine vollsta¨ndige Untersuchung von allen theoretisch denk-
baren dreidimensionalen Multimaterialkonfigurationen kaum mo¨glich. Im Hinblick auf
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das gezielte Aufdecken von Konfigurationen mit starken Singularita¨tsordnungen kann
letztendlich nur eine Auswahl an Situationen getroffen werden, deren Analyse sinnvoll er-
scheint. Liegen in mehreren solcher Konfigurationen keine Singularita¨tsordnungen u¨ber
einem bestimmten Wert vor, so kann aber trotzdem nicht mit Sicherheit ausgeschlossen
werden, dass sta¨rkere Werte in nicht untersuchten Konfigurationen vorliegen.
Bei dreidimensionalen Konfigurationen ist die Suche nach starken Singularita¨tsordnun-
gen vom mechanischen Gesichtspunkt her interessant, da die Singularita¨tsordnungen
theoretisch aus energetischen Gru¨nden Werte von bis zu −1, 5 annehmen ko¨nnen, wo-
hingegen sie im Zweidimensionalen bis −1 beschra¨nkt sind. Beim zweidimensionalen
Multimaterialkerb treten bereits Werte auf, die sehr nah am theoretischen Grenzwert
liegen. Daher wa¨re es mo¨glich, dass im Dreidimensionalen auch bei einigen einfachen und
naheliegenden Konfigurationen sehr starke Singularita¨tsordnungen im Bereich zwischen
−1 und −1, 5 gefunden werden ko¨nnten.
Abbildung 36: Dreidimensionaler Kegelriss in einer Mehrschichtkonfiguration.
Ein Ausgangspunkt fu¨r die Auswahl von Konfigurationen sind hierbei die bereits vorlie-
genden Ergebnisse. So fu¨hrt das Vorliegen eines Risses auch in dreidimensionalen Mul-
timaterialkonfigurationen sicher eher zu sta¨rkeren Werten als die Abwesenheit von geo-
metrischen Diskontinuita¨ten. Aus den kritischen Konfigurationen des Trimaterialkerbs
ko¨nnen verschiedene Ansatzpunkte auf dreidimensionale Konfigurationen u¨bertragen
werden. So ist beispielsweise eine Konfiguration, die in Betracht gezogen wurde, ein
spitzkegelfo¨rmiger Riss in einem Festko¨rperkontinuum aus weichem Material, der von
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einer du¨nnen Schicht aus steifem Material umgeben ist (siehe Abbildung 36). Die An-
ordnung einer du¨nnen Schicht von steifem Material um einen Riss, die einen großen
Bereich von weichem Material einschließt, fu¨hrte beim Trimaterialkerb zu den kritisch-
sten Singularita¨tsordnungen. Die Konfiguration aus Abbildung 36 u¨bertra¨gt dies ins
Dreidimensionale. Ebenso ist aber eine Konfiguration denkbar, bei der ein Riss in der x-
y-Ebene liegt, mit beliebigem O¨ffnungswinkel in der Ebene, umgeben von einer du¨nnen
Schicht steifen Materials in einem Kontinuum weichen Materials. Diese Konfiguration ist
in Abbildung 37 dargestellt. Fu¨r diese werden im Folgenden keine Ergebnisse dargestellt,
sie soll lediglich illustrieren, welche Probleme, die bei der Vernetzung solcher Konfigu-
rationen auftreten ko¨nnen. Die Schwierigkeit hier ist nun, dass sich fu¨r allgemeine drei-
dimensionale Anordnungen Materialparameter u¨ber die direkte Eingabe im Input-File
nach wie vor sehr leicht variieren lassen, eine Vera¨nderung einer geometrischen Gro¨ße
aber stets ein neues Netz oder eine geschickte Parametrisierung eines Netzes erfordert.
Bei der Konfiguration aus Abbildung 37 ist beispielsweise der Winkel der Rissfla¨che in
der x-y-Ebene variierbar. Der Riss wird diskretisiert, indem entlang des Kugela¨quators
Doppelknoten eingefu¨hrt werden. Je nach gewu¨nschter Schrittweite bei der Variation der
Rissfla¨che muss der Bereich entsprechend fein vernetzt werden um solche Variationen zu
erlauben (also sind beispielsweise fu¨r eine Schrittgro¨ße von 5◦ fu¨r den Rissfla¨chenwinkel
entlang des A¨quators 72 C2-Elemente erforderlich). Die Variation des Winkels erfordert
mehr Aufwand als die Variation eines Materialparameters, ist jedoch mit einer Vernet-
zung durchfu¨hrbar. Der andere geometrische Parameter, der in dieser Konfiguration von
Interesse ist, ist der Sektorwinkel der du¨nnen Schicht. Dieser liegt in der Skizze bei 10◦
auf jeder Seite der Rissebene. Fu¨r eine umfassende Untersuchung der Konfiguration ist
jedoch die Variation des Bereichs mit steifem Material und daher die des Sektorwinkels
interessant. Dies la¨sst sich nicht mit einem einzigen Netz realisieren, wenn ein sinnvol-
les Winkelspektrum abgedeckt werden soll. Fu¨r einen kleinen Winkelbereich des steifen
Materials reichen wenige Elemente aus, um diesen Bereich zu diskretisieren. Bei einer
leichten Vera¨nderung des Winkels kann die Elementgro¨ße entsprechend angepasst wer-
den, bei einer gro¨ßeren Vera¨nderung des Winkels muss jedoch die Elementzahl in dem
Winkelbereich angepasst werden. Insgesamt ist eine mo¨gliche Strategie fu¨r dieses Pro-
blem bei dieser Konfiguration, Elemente in Ringen parallel zur x-y-Ebene festzulegen.
Wenn hier das Winkelspektrum mit einer sinnvollen Schrittgro¨ße abgedeckt werden soll,
muss das gesamte Netz jedoch sehr fein gestaltet werden, was zu einem sehr hohen Re-
chenaufwand fu¨hrt. Andernfalls ist eine Variation des Sektorwinkels nur unter relativ
hohem Aufwand fu¨r die Vernetzung mo¨glich. Weiterhin ko¨nnen die U¨berga¨nge von fei-
nerer Vernetzung zu gro¨berer Vernetzung zu Schwierigkeiten fu¨hren. Da bei den meisten
dreidimensionalen Konfigurationen fu¨r eine sinnvolle Variation von Parametern solche
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Schwierigkeiten auftreten, ist im Rahmen dieser Arbeit fu¨r dreidimensionale Konfigura-
tionen keine detaillierte Parametervariation bei der Suche nach starken Singularita¨ten
erfolgt, sondern u¨berwiegend eine stichprobenhafte Berechnung von potentiell interes-
sant scheinenden Konfigurationen. Bei diesen Untersuchungen konnten bislang keine
Konfigurationen aufgedeckt werden, deren Singularita¨tsordnung im Bereich von −1 und
−1, 5 liegt, was aber wie oben erwa¨hnt keine festen Ru¨ckschlu¨sse auf das Auftreten
solcher Werte in anderen Konfigurationen liefert.
Abbildung 37: Dreidimensionaler Fla¨chenriss in einer Mehrschichtkonfiguration.
Fu¨r die Konfiguration aus Abbildung 36 ergibt sich beispielsweise fu¨r die Materialda-
ten E = 210.000 MPa und ν = 0, 3 fu¨r das steife Material und E = 2.100 MPa und
ν = 0, 3 fu¨r das weiche Material und einen Risso¨ffnungswinkel von 30◦ und einen Win-
kelbereich von 10◦ fu¨r die du¨nne Schicht eine Singularita¨tsordnung von circa −0, 7. Dies
ist zwar eine kritische Singularita¨tsordnung, die bei einer Konfiguration in jedem Fall
beachtet werden sollte, aber im Vergleich zu dem im zweidimensionalen Trimaterialkerb
auftretenden Wert kein spektakula¨res Ergebnis.
Ein weiterer Anhaltspunkt aus dem Trimaterialkerb ist das Aufeinandertreffen von
verschiedenen Materialsektoren mit unterschiedlichen Materialeigenschaften in einem
Punkt. Dies kann beispielsweise in einer Konfiguration wie der sogenannten Fichera-
Ecke (siehe Abbildung 38) aufgegriffen werden. Diese wurde fu¨r homogenes Material
und fu¨r Bimaterialkonfigurationen beispielsweise von Longeru u. a. [63] analysiert. Ein
mo¨glicher Ansatz ist nun, hier verschiedene Materialsektoren im A¨hnlichkeitszentrum
aufeinandertreffen zu lassen. Dies la¨sst sich fu¨r eine feste Konfiguration noch relativ
leicht durchfu¨hren – beispielsweise wurden Analysen durchgefu¨hrt, bei denen jedem
Achtel des Kugelgebiets unterschiedliche Materialeigenschaften zugewiesen wurden. Fu¨r
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Abbildung 38: Dreidimensionale Fichera-Ecke.
beliebig variable Sektorenbereiche, die letztendlich am interessantesten sind, ist jedoch
die Durchfu¨hrung wieder sehr aufwendig. Fu¨r die Fichera-Ecke ergeben sich im homoge-
nen Fall ebenso wie im Bimaterialfall Singularita¨tsordnungen anna¨hernd vom Betrag der
Rissspitzensingularita¨t. Fu¨r die Zuweisung von unterschiedlichen Materialsektoren pro
Achtelkugel ergibt sich fu¨r isotrope Materialien eine Singularita¨tsordnung von circa−0, 6.
Hierbei werden fu¨r alle Bereiche die Querkontraktionszahl ν = 0, 3 gewa¨hlt und der Ela-
stizita¨tsmodul betra¨gt fu¨r nebeneinander liegende Bereiche abwechselnd E = 2.100 MPa
und E = 210.000 MPa. Die Singularita¨tsordnung wird also im Vergleich zum homogenen
Fall oder auch zur Bimaterialkonfiguration leicht versta¨rkt, ist aber im Bezug auf die
theoretisch mo¨glichen Maximalwerte im Dreidimensionalen wieder kein herausragendes
Ergebnis.
Insgesamt ist es von Interesse, dreidimensionale Konfigurationen im Hinblick auf die
gezielte Ermittlung von sehr starken Singularita¨tsordnungen weiter zu untersuchen. Die
bisherigen Analysen liefern hierbei einige Ansatzpunkte fu¨r weitere Untersuchungen.
Allgemein lassen sich diese Untersuchungen gut mit der Rand-Finite-Elemente-Methode
durchfu¨hren, jedoch ist zur ausfu¨hrlichen Ermittlung maximaler Singularita¨tsordnungen
von dreidimensionalen Konfigurationen eine Minimierung der Rechenzeit der verwende-
ten Implementierung ebenso wie die weitere Forschung zu geeigneten Vernetzungsstra-
tegien sinnvoll.
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4.5 Fazit
Mithilfe der Rand-Finite-Elemente-Methode lassen sich gezielte Analysen zur Ermitt-
lung maximaler Singularita¨tsordnungen fu¨r eine Konfiguration mit gegebenen Werte-
bereichen der variablen Parameter durchfu¨hren. Dies kann zum einen durch Parame-
terstudien realisiert werden, bei denen der Einfluss einzelner Parameter auf die Singula-
rita¨tsordnung untersucht wird. Sofern sich ein klarer Zusammenhang erkennen la¨sst und
die Singularita¨tsordnung beispielsweise immer monoton mit einem Parameter zunimmt,
kann dies genutzt werden, um anschließend einen anderen Parameter zu variieren und so
schrittweise das Maximum der Singularita¨tsordnung fu¨r alle Parameter zu suchen. Da
sich nicht fu¨r alle Parameter so ein klarer monotoner Zusammenhang herstellen la¨sst,
sondern die Singularita¨tsordnung u¨ber den Wertebereich eines Parameters oft auch ohne
klar erkennbare Regel zu- und abnimmt, muss in der Regel der gesamte zula¨ssige Wer-
tebereich betrachtet werden. Fu¨r mehrere Parameter ist hier meist ein stochastisches
Optimierungsverfahren am besten geeignet. Da die Variation von mehreren Gro¨ßen ins-
besondere bei geometrischen Parametern, die eine Erstellung von neuen Netzen oder
eine geschickte Parametrisierung eines Netzes erfordern, schnell sehr aufwendig werden
kann, ist es nu¨tzlich, alle Erkenntnisse, die den Wertebereich einschra¨nken, zu nutzen.
Bei den untersuchten zweidimensionalen Multimaterialkerben wird deutlich, dass bereits
fu¨r recht einfache Konfigurationen sehr starke Singularita¨tsordnungen auftreten ko¨nnen,
wenn sowohl geometrische als auch materielle Diskontinuita¨ten vorliegen. Hierbei muss
jedoch nicht einmal ein Riss vorhanden sein, allein das Aufeinandertreffen von Mate-
rialsektoren mit unterschiedlichen Materialeigenschaften fu¨hrt bereits teilweise zu sehr
starken Singularita¨tsordnungen.
Fu¨r dreidimensionale Situationen ist die Ermittlung maximaler Singularita¨tsordnungen
allgemein sinnvoll, da theoretisch noch sta¨rkere Singularita¨tsordnungen als im Zweidi-
mensionalen auftreten ko¨nnen. Das Aufdecken von Konfigurationen, bei denen solche
Werte auftreten, ist von großem Interesse. Die untersuchten zweidimensionalen Multi-
materialkonfigurationen liefern Ansatzpunkte zur Auswahl von potentiell interessanten
Konfigurationen im Raum. Erste Analysen von dreidimensionalen Konfigurationen zei-
gen jedoch, dass die Variation von geometrischen Parametern mit einem gewissen Auf-
wand fu¨r Netzerstellung und Rechenzeit verbunden ist, der zur umfassenden Ermittlung
maximaler Singularita¨tsordnungen von verschiedenen dreidimensionalen Konfiguratio-
nen noch verringert werden muss.
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5 Analyse von zwei- und dreidimensionalen piezo-
elektrischen Konfigurationen
Dieses Kapitel ist der Untersuchung von piezoelektrischen Konfigurationen gewidmet.
Hierbei werden die Singularita¨tsordnungen fu¨r einige zwei- und dreidimensionale Situa-
tionen untersucht. Nach einem Abschnitt zur Modellierung fu¨r piezoelektrisches Mate-
rialverhalten folgen einige Analysen von Multimaterialkonfigurationen mit piezoelektri-
schen Materialien. Hierbei liegt der Fokus einerseits auf der allgemeinen Qualita¨t der
Ergebnisse fu¨r piezoelektrische Konfigurationen und der Eignung der Methode zur Ana-
lyse solcher Konfigurationen. Zum anderen werden Konfigurationen aus Kapitel 3 erneut
fu¨r piezoelektrisches Materialverhalten analysiert, um einen direkten Vergleich von Sin-
gularita¨tsordnungen fu¨r linear-elastisches und fu¨r piezoelektrisches Materialverhalten zu
ermo¨glichen.
5.1 Modellbildung fu¨r piezoelektrische Materialien
Zur Untersuchung von Konfigurationen mit piezoelektrischem Materialverhalten wurde
ebenso das am Fachgebiet Strukturmechanik der TU Darmstadt entwickelte Programm
Caesar verwendet. Die Implementierung von Artel entha¨lt bereits die Erweiterung fu¨r
piezoelektrisches Materialverhalten und wurde im Rahmen seiner Arbeiten (siehe [1], [2])
bereits grundlegend verifiziert. Im Rahmen dieser Arbeit wurde weiterhin vor der Mo-
dellierung komplexerer Konfigurationen zur U¨berpru¨fung des elektrischen Verhaltens
beispielsweise ein Plattenkondensator unter Vorgabe einer Potentialdifferenz berechnet.
Die Vernetzung fu¨r piezoelektrisches Materialverhalten erfolgt analog zum linear-elas-
tischen Fall mit C2E-Schalenelementen beziehungsweise C4E-Kontinuumselementen. Die-
se besitzen nun zusa¨tzlich zu den Freiheitsgraden fu¨r die Verschiebungskomponenten
noch einen Freiheitsgrad fu¨r das elektrische Potential. Die Anordnung der Knoten und
die Gauss-Integration sind unvera¨ndert. Die Anforderungen an die Netze vera¨ndern sich
fu¨r das piezoelektrische Materialverhalten zur Ermittlung der Singularita¨tsordnungen
nicht, Erkenntnisse zur no¨tigen Beschaffenheit und Genauigkeit der Netze ko¨nnen auf
Konfigurationen mit piezoelektrischem Materialverhalten u¨bertragen werden.
Grundsa¨tzlich sind bei linear-elastischen Strukturen im Hinblick auf starke Beanspru-
chungen und Versagen nur Singularita¨ten bei den mechanischen Spannungen von Interes-
se. Bei einer rein elektrischen Struktur gibt es hingegen dielektrisches Versagen. Analog
zu den Spannungen sind hier – wie in Abschnitt 2.3 aufgefu¨hrt – Singularita¨ten bei
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der dielektrischen Verschiebung beziehungsweise einzelnen Komponenten dieser Gro¨ße
von Interesse. In piezoelektrischen Strukturen, bei denen mechanisches und elektrisches
Materialverhalten nun gekoppelt ist, kann dann sowohl dielektrisches als auch mechani-
sches Versagen auftreten. Im Vergleich zu rein mechanischen Strukturen stellt sich nun
nicht nur die Frage, ob die Struktur kritisch beansprucht ist und wann Versagen eintritt,
sondern auch ob zuerst mechanisches oder zuerst elektrisches Versagen eintritt. Dies ist
bei der bruchmechanischen Bewertung von piezoelektrischen Strukturen ein wichtiger
Punkt. Im Rahmen dieser Arbeit liegt der Fokus jedoch auch fu¨r piezoelektrische Struk-
turen auf der Analyse der Singularita¨tsordnungen von Multimaterialkonfigurationen.
Bezu¨glich der berechneten Singularita¨tsordnungen sei angemerkt, dass diese fu¨r pie-
zoelektrisches Materialverhalten, bei dem die Kopplung existiert (also mindestens ein
Eintrag der piezoelektrischen Matrix e nicht verschwindet), stets sowohl fu¨r die Span-
nungen als auch fu¨r die dielektrische Verschiebung in Richtung der Polarisation – im
Folgenden immer in z- bzw. 3-Richtung – gelten.
5.2 Laminatecke am freien Rand
Als erstes wurde eine dreidimensionale Ecke eines Laminats auf zwei orthotropen Schich-
ten untersucht. Wie in Abbildung 39 dargestellt treffen hier an der Ecke zwei freie gerade
Ra¨nder des Laminats unter einem beliebigen Ecko¨ffnungswinkel γ aufeinander. Das In-
terface zwischen den Materialien liegt in der x-y-Ebene, im Bereich z ≥ 0 befindet sich
Material 1, im Bereich z ≤ 0 Material 2. Die Situation wird wieder mit einer Kugel
beziehungsweise einem entsprechenden Teil davon modelliert, in deren Mittelpunkt das
A¨hnlichkeitszentrum gelegt wird. An diesem Punkt treffen zwei linienartige Diskonti-
nuita¨ten, na¨mlich die beiden Interfaces am freien Rand des Laminats, aufeinander. Die
Ecke mit einem O¨ffnungswinkel 90◦ liegt genau im Quadranten x ≥ 0, y ≥ 0, kleinere
oder gro¨ßere O¨ffnungswinkel liegen dann symmetrisch innerhalb oder außerhalb dieses
Quadranten. Die z-Achse ist senkrecht zu den Einzelschichtebenen, der Winkel ϑ = 0◦
ist der Lage zugeordnet, bei der die Fasern in Richtung der x-Achse liegen. Ein positiver
Wert von ϑ bedeutet die Schicht ist in Richtung von ϕ2 verdreht, ein negativer Wert
von ϑ entsprechend in die entgegengesetzte Richtung.
Die Vernetzung erfolgt wieder nur auf der Oberfla¨che der Teilkugel, ein exemplarisches
Netz fu¨r den O¨ffnungswinkel 90◦ ist in Abbildung 40 dargestellt. Hierbei wurden 96
C4-Elemente verwendet. Die Anzahl der Elemente variiert fu¨r andere O¨ffnungswinkel.
Allgemein ist fu¨r diese Konfiguration zum einen die Variation der Materialdaten und
zum anderen die des O¨ffnungswinkels von Interesse. Da hier nun orthotrope Schichten
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Abbildung 39: Zwei in einer Ecke mit beliebigem O¨ffnungswinkel aufeinander treffende
gerade freie Ra¨nder eines Laminats aus zwei orthotropen Schichten.
1
2
3
Abbildung 40: RFEM-Diskretisierung mit C4-Elementen fu¨r zwei in einer Ecke mit
O¨ffnungswinkel 90◦ aufeinander treffende gerade freie Ra¨nder eines Laminats aus zwei
orthotropen Schichten.
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untersucht werden, ist eine wichtige Stellschraube der Lagenaufbau des Laminats. Da-
her werden fu¨r die folgenden Untersuchungen feste Materialwerte gewa¨hlt und nur der
Lagenwinkel der beiden Schichten variiert. Dabei werden die technisch relevanten La-
genaufbauten eines Winkelverbunds – also eines Verbunds mit dem Aufbau [±ϑ] – und
eines Verbunds mit dem Aufbau [0◦/ϑ] untersucht. Hierbei bezieht sich der jeweils erste
Winkel auf die Material 1-Schicht und der zweite auf die Material 2-Schicht. Insgesamt
ist sicher auch eine Variation der Materialwerte selbst interessant, einen Hinweis auf den
Einfluss der Materialwerte liefern jedoch bereits die vorherigen Untersuchungen (so ist
auch hier zu erwarten dass stark unterschiedliche Materialdaten zu sta¨rkeren Singula-
rita¨tsordnungen fu¨hren), so dass hier die Untersuchungen der Winkel im Vordergrund
stehen.
Zuna¨chst wurde fu¨r den O¨ffnungswinkel 90◦ fu¨r das erstellte Netz eine Vergleichsrech-
nung mit vorhandenen Ergebnissen durchgefu¨hrt. Dazu wurden rein isotrope Materialien
verwendet. Fu¨r Material 1 wurden die Materialdaten E1 = 210.000 MPa und ν1 = 0, 3
gewa¨hlt, fu¨r Material 2 wurden fu¨r die Werte 2.100 MPa, 50.000 MPa, 120.000 MPa
und 210.000 MPa fu¨r den Elastizita¨tsmodul E2 jeweils die Querkontraktionszahlen im
Bereich 0 bis 0, 49 mit einer Schrittgro¨ße von ∆ν2 = 0, 02 variiert. Die Ergebnisse sind in
Abbildung 41 dargestellt. Alle Eigenwerte sind hierbei rein reell. Fu¨r E2 = 210.000 MPa
ist die Konfiguration homogen und es treten keine Eigenwerte im relevanten Bereich auf,
fu¨r E2 = 2.100 MPa liegen fu¨r hohe Querkontraktionszahlen Singularita¨tsordnungen von
bis zu −0, 4 vor. Dies stimmt mit Ergebnissen beispielsweise von Mittelstedt [69] u¨berein.
Als na¨chstes wurden fu¨r rein linear-elastisches orthotropes Materialverhalten verschie-
dene Eckwinkel untersucht. Als Material fu¨r beide Schichten wird wieder der Werkstoff
T300/Epoxy verwendet, die Materialdaten sind in Tabelle 5 in Abschnitt 3.3.1 ange-
geben. Fu¨r dieses Material wurde nun der Lagenaufbau [0◦/ϑ] untersucht indem der
Winkel ϑ, der hier die Lage von Material 2 beschreibt, im Bereich von 0◦ bis 90◦ in
Schritten von ∆ϑ = 5◦ variiert wurde. Die Ergebnisse fu¨r die Ecko¨ffnungswinkel 90◦,
120◦ und 150◦ sind in Abbildung 42 dargestellt. Hierbei sei erwa¨hnt, dass fu¨r den Lagen-
aufbau [0◦/ϑ] fu¨r positive und negative Winkel vom gleichen Betrag dieselben Singula-
rita¨tsordnungen auftreten und daher nur die Singularita¨tsordnungen fu¨r positive Winkel
dargestellt sind. Dies ist jedoch fu¨r andere Lagenaufbauten in der Regel nicht der Fall,
wie Mittelstedt [69] bei der Untersuchung der Laminatecke mit anderen Materialdaten
und Lagenaufbauten festgestellt hat.
Insgesamt sind die auftretenden Singularita¨tsordnungen fu¨r die unterschiedlichen O¨ff-
nungswinkel relativ a¨hnlich. Die Betra¨ge unterscheiden sich zwar, aber in einem sehr
engen Wertebereich. Einen gro¨ßeren Einfluss hat fu¨r jeden O¨ffnungswinkel der Lagenwin-
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Abbildung 41: Singularita¨tsordnungen fu¨r zwei in einer Ecke mit O¨ffnungswinkel 90◦
aufeinander treffende gerade freie Ra¨nder eines Laminats aus zwei isotropen Schichten
mit E1 = 210.000 MPa und ν1 = 0, 3 fu¨r verschiedene Werte von E2 in Abha¨ngigkeit
der Querkontraktionszahl ν2.
kel ϑ der Schicht mit Material 2. Liegt fu¨r den Wert ϑ = 0◦ und im umliegenden Bereich
keine Singularita¨t vor, so tritt die maximale Singularita¨tsordnung fu¨r den Winkel 90◦
beziehungsweise −90◦ auf. Die Singularita¨tsordnung ist hier also nicht vorhanden, wenn
die Konfiguration homogen oder die Lagenwinkel sehr a¨hnlich sind, und wird maximal,
wenn ein Kreuzverbund vorliegt bei dem die Faserrichtungen senkrecht zueinander sind.
Es sei erwa¨hnt dass der Fall eines O¨ffnungswinkels von 180◦ einem freien Rand eines La-
minats entspricht, fu¨r das bekanntlich der Laminat-Randeffekt mit einer Singularita¨t in
der z-Komponente der Spannungen auftritt. Insgesamt sind die Singularita¨tsordnungen
fu¨r die gewa¨hlten Materialdaten und die untersuchten Ecko¨ffnungswinkel jedoch nicht
sehr stark.
Anschließend wurde fu¨r die Ecke mit einem festen O¨ffnungswinkel von 90◦ sowohl der
Lagenaufbau [0◦/ϑ] als auch der Winkelverbund untersucht. Hierbei wurde der Lagen-
winkel ϑ von Material 2 im Bereich von 0◦ bis 90◦ jeweils wieder in Schritten von ∆ϑ = 5◦
untersucht. Die Analysen wurden nun einmal fu¨r rein linear-elastisches Material mit den
Materialdaten von T300/Epoxy durchgefu¨hrt. Darauffolgend wurde die gleiche Situation
mit piezoelektrischen Materialdaten untersucht. Hier wurden weiterhin die mechanischen
Eigenschaften von T300/Epoxy verwendet sowie die elektrischen und piezoelektrischen
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Singularita¨tsordnungen fu¨r den Ecko¨ffnungswinkel 120◦
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Singularita¨tsordnungen fu¨r den Ecko¨ffnungswinkel 150◦
Abbildung 42: Singularita¨tsordnungen fu¨r zwei in einer Ecke mit verschiedenen
O¨ffnungswinkeln aufeinander treffende gerade freie Ra¨nder eines Laminats aus zwei or-
thotropen Schichten mit den Materialdaten von T300/Epoxy und einem Lagenaufbau
von [0◦/ϑ] in Abha¨ngigkeit des Lagenwinkels ϑ.
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Materialwerte von PZT-5A, also einer Piezokeramik aus Blei-Zirkonat-Titanat. Diese
Materialdaten entsprechen zwar in dieser Kombination keinem tatsa¨chlichen Werkstoff,
dennoch liefert auch diese fiktive Kombination einen Einblick in das qualitative Gesche-
hen fu¨r eine piezoelektrische Konfiguration. Von Vorteil bei dieser Wahl ist die Vergleich-
barkeit mit den Ergebnissen fu¨r rein linear-elastische Konfigurationen mit den gleichen
mechanischen Materialeigenschaften. Die Materialwerte fu¨r PZT-5A sind wie folgt:
e31 = e32 = −5, 4 C/m
2, e33 = 15, 8 C/m
2, e24 = e15 = 12, 3 C/m
2,
ǫ11 = ǫ22 = 1730ǫ0, ǫ11 = 1700ǫ0, ǫ0 = 8, 859× 10
−12 C2/Jm.
Alle weiteren nicht definierten Komponenten der piezoelektrischen Matrix e und der
Matrix der dielektrischen Konstanten ǫ sind null.
Die Ergebnisse fu¨r diese Untersuchungen bei der 90◦-Ecke sind in Abbildung 43 fu¨r den
Lagenaufbau [0◦/ϑ] und in Abbildung 44 fu¨r den Winkelverbund [±ϑ] jeweils fu¨r rein
linear-elastisches und fu¨r piezoelektrisches Materialverhalten dargestellt.
Die Singularita¨tsordnungen fu¨r die 90◦-Ecke und den Lagenaufbau [0◦/ϑ] mit den Mate-
rialeigenschaften von T300/Epoxy finden sich bereits in Abbildung 42 und wurden nur
zum besseren Vergleich hier noch einmal eingefu¨gt. Die Ergebnisse fu¨r die gleiche Situa-
tion mit den aufgefu¨hrten piezoelektrischen Materialdaten ist qualitativ sehr a¨hnlich. Im
linken Bereich, also fu¨r Konfigurationen, in denen Schicht 2 la¨ngs der x-Achse ausgerich-
tet ist, verschwinden die Singularita¨tsordnungen. Fu¨r den Wert ϑ = 90◦, also den Fall
des Kreuzverbunds, und den umliegenden Bereich werden die Singularita¨tsordnungen
maximal. Im Vergleich zu den Resultaten fu¨r rein linear-elastisches orthotropes Materi-
alverhalten fa¨llt auf, dass die Kurve fu¨r piezoelektrisches Materialverhalten etwas steiler
ist. Somit ist fu¨r jeden Winkel der Betrag jeweils bei der piezoelektrischen Konfiguration
etwas gro¨ßer. Die Maximalwerte der ermittelten Singularita¨tsordnungen liegen hier fu¨r
den rein linear-elastischen Fall bei ungefa¨hr −0, 1 und fu¨r den piezoelektrischen Fall bei
circa −0, 17.
Bei den Ergebnissen fu¨r den Winkelverbund, also einen Lagenaufbau von [±ϑ], im linear-
elastischen Fall verschwinden die Singularita¨tsordnungen wie zu erwarten fu¨r den Fall
ϑ = 0◦ und ebenso fu¨r den Fall ϑ = 90◦. In beiden Fa¨llen liegen die Faserrichtungen
der beiden Schichten parallel. Der Maximalwert der ermittelten Singularita¨tsordnungen
tritt wie beim vorher untersuchten Lagenaufbau auf, wenn die Lagenwinkel maximal
unterschiedlich sind. Dies ist hier der Fall fu¨r ϑ = 45◦ und den naheherum liegenden
Bereich, da dort die Fasern der Schichten mit einer Ausrichtung von 45◦ und −45◦ senk-
recht zueinander liegen. Die Singularita¨tsordnung in diesem Fall ist mit einem Betrag
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Singularita¨tsordnungen fu¨r orthotropes Materialverhalten
mit den Materialdaten von T300/Epoxy
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Singularita¨tsordnungen fu¨r piezoelektrisches Materialverhalten
mit den Materialdaten von T300/Epoxy und PZT-5A
Abbildung 43: Singularita¨tsordnungen fu¨r zwei in einer Ecke mit O¨ffnungswinkel 90◦
aufeinander treffende gerade freie Ra¨nder eines Laminats aus zwei Schichten mit einem
Lagenaufbau von [0◦/ϑ] in Abha¨ngigkeit des Lagenwinkels ϑ
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Singularita¨tsordnungen fu¨r orthotropes Materialverhalten
mit den Materialdaten von T300/Epoxy
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Singularita¨tsordnungen fu¨r piezoelektrisches Materialverhalten
mit den Materialdaten von T300/Epoxy und PZT-5A
Abbildung 44: Singularita¨tsordnungen fu¨r zwei in einer Ecke mit O¨ffnungswinkel 90◦
aufeinander treffende gerade freie Ra¨nder eines Laminats aus zwei Schichten mit einem
Lagenaufbau von [±ϑ] in Abha¨ngigkeit des Lagenwinkels ϑ
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von ungefa¨hr −0, 08 sehr schwach. Der Maximalwert unterscheidet sich von dem Betrag
im vorher untersuchten Lagenaufbau, was dadurch zu erkla¨ren ist dass die Fasern in
beiden Fa¨llen im Bezug auf die Ra¨nder unterschiedlich ausgerichtet sind. Die Ergebnis-
se mit piezoelektrischem Materialverhalten sind auch fu¨r den Winkelverbund qualitativ
sehr a¨hnlich zu den Singularita¨tsordnungen im rein linear-elastischen Fall. Auch hier
verschwinden die Werte in den Grenzfa¨llen 0◦ und 90◦ und nehmen das Maximum im
Bereich von ϑ = 45◦ an. Die Werte sind jedoch jeweils wieder etwas sta¨rker als im rein
linear-elastischen Fall. So liegt der Maximalwert hier bei circa −0, 12 im Vergleich zu
−0, 08 fu¨r das orthotrope Material.
Aus diesen Untersuchungen lassen sich erste Schlu¨sse u¨ber Singularita¨tsordnungen in pie-
zoelektrischen Konfigurationen ziehen. Die Ergebnisse werden durch das piezoelektrische
Materialverhaltens offenbar qualitativ nicht wesentlich vera¨ndert, der Betrag der Singu-
larita¨tsordnungen wird jedoch jeweils etwas versta¨rkt. Diese Aussagen beziehen sich
auf die gewa¨hlten Materialdaten, fu¨r eine willku¨rliche Wahl von linear-elastischen und
piezoelektrischen Materialdaten muss diese Aussage selbstversta¨ndlich erst u¨berpru¨ft
werden.
5.3 Dreidimensionale Interaktion von vier Kerben
Als na¨chstes wurde die bereits in Abschnitt 3.2.2 fu¨r rein linear-elastische Materialien
untersuchte dreidimensionale Interaktion von vier im rechten Winkel aufeinandertref-
fenden Kerben mit piezoelektrischem Materialverhalten untersucht. Hierbei wurden wie
im vorherigen Abschnitt ein fiktiver Werkstoff gewa¨hlt, der in diesem Fall mechanisch
isotrope Eigenschaften und die piezoelektrischen Materialdaten von PZT-5A wie in Ab-
schnitt 5.2 aufgefu¨hrt besitzt. Die Wahl der mechanischen Materialdaten erfolgt wieder,
um eine bessere Vergleichbarkeit mit den ermittelten Ergebnissen im linear-elastischen
Fall zu erhalten. Die Geometrie bleibt wie in Abbildung 5 dargestellt mit homogenem
Materialverhalten fu¨r die gesamte Konfiguration. Das A¨hnlichkeitszentrum liegt an glei-
cher Stelle, das Netz kann ebenso unvera¨ndert verwendet werden. Der Elastizita¨tsmodul
betra¨gt E = 210.000 MPa. Es wird wiederum fu¨r verschiedene Kerbo¨ffnungswinkel,
na¨mlich γ = 0◦, γ = 30◦, γ = 60◦ und γ = 90◦, die Querkontraktionszahl ν im Be-
reich 0 bis 0, 49 variiert. Die Daten werden hierbei fu¨r Schrittgro¨ßen von ∆ν = 0, 02
berechnet. Die ermittelten Realteile der Singularita¨tsordnungen fu¨r den dreidimensio-
nalen Interaktionspunkt in Abha¨ngigkeit von der Querkontraktionszahl ν sind fu¨r die
Kerbo¨ffnungswinkel 0◦ und 30◦ in Abbildung 45 und fu¨r die Kerbo¨ffnungswinkel 60◦ und
90◦ in Abbildung 46 dargestellt.
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Singularita¨tsordnungen fu¨r den Kerbo¨ffnungswinkel γ=0◦
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Singularita¨tsordnungen fu¨r den Kerbo¨ffnungswinkel γ=30◦
Abbildung 45: Singularita¨tsordnungen fu¨r vier gerade, rechtwinklig aufeinander ste-
hende Kerben fu¨r verschiedene Kerbo¨ffnungswinkel γ in einem piezoelektrischen
Festko¨rperkontinuum mit mechanisch isotropen Eigenschaften mit E = 210.000 MPa
und den piezoelektrischen Materialdaten von PZT-5A in Abha¨ngigkeit der Querkon-
traktionszahl ν.
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Singularita¨tsordnungen fu¨r den Kerbo¨ffnungswinkel γ=60◦
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Singularita¨tsordnungen fu¨r den Kerbo¨ffnungswinkel γ=90◦
Abbildung 46: Singularita¨tsordnungen fu¨r vier gerade, rechtwinklig aufeinander ste-
hende Kerben fu¨r verschiedene Kerbo¨ffnungswinkel γ in einem piezoelektrischen
Festko¨rperkontinuum mit mechanisch isotropen Eigenschaften mit E = 210.000 MPa
und den piezoelektrischen Materialdaten von PZT-5A in Abha¨ngigkeit der Querkon-
traktionszahl ν.
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Bei der Betrachtung der Ergebnisse fu¨r piezoelektrisches Materialverhalten fa¨llt auf,
dass eine große Anzahl verschiedener Singularita¨ten vorliegt. Die sta¨rkste auftretende
Singularita¨tsordnung nimmt hierbei wieder mit sich o¨ffnendem Kerbo¨ffnungswinkel ab.
Der Verlauf der sta¨rksten Singularita¨tsordnung u¨ber den Wertebereich der Querkontrak-
tionszahl ist fu¨r alle Kerbo¨ffnungswinkel qualitativ a¨hnlich: die sta¨rkste im relevanten
Bereich auftretende Singularita¨tsordnung ist stets in den Bereichen ho¨herer Querkon-
traktionszahlen maximal. Hierbei tritt bei den Winkeln 0◦, 30◦ und 60◦ fu¨r niedrige
Querkontraktionszahlen eine Singularita¨tsordnung auf, die sich vom Betrag der Singula-
rita¨tsordnung fu¨r hohe Querkontraktionszahlen um beinahe 0, 2 unterscheidet. Die Wahl
der Querkontraktionszahl hat also einen relativ großen Einfluss auf die sta¨rkste Singu-
larita¨tsordnung fu¨r diese Konfiguration. Weiterhin fa¨llt bei den Ergebnissen auf, dass
die Verla¨ufe der Singularita¨tsordnungen zum Teil komplexwertig sind und allgemein ein
komplexes Geschehen abbilden.
Im Vergleich mit den Abbildungen 7 und 8 der in Abschnitt 3.2.2 dargestellten Ergebnis-
se fu¨r den rein elastischen Fall ergeben sich fu¨r jede Geometrie zusa¨tzliche Eigenwerte im
relevanten Bereich, was fu¨r zusa¨tzliche Freiheitsgrade auch zu erwarten ist. Auch sind
die maximalen Singularita¨tsordnungen fu¨r piezoelektrisches Materialverhalten fu¨r alle
Kerbo¨ffnungswinkel sta¨rker als die jeweiligen Maximalwerte im rein linear-elastischen
Fall. Hier werden nun durch das piezoelektrisches Materialverhalten also wie im vorhe-
rigen Abschnitt die Betra¨ge der maximalen Singularita¨tsordnungen versta¨rkt, weiterhin
ist hier jedoch der Verlauf der Singularita¨tsordnungen im relevanten Bereich komplexer
als im linear-elastischen Fall. Dies kann jedoch auch zum Teil daran liegen dass eben
nur der Wertebereich der Realteile betrachtet ist, der fu¨r die Beurteilung der Singula-
rita¨tsordnungen von Interesse ist.
5.4 Interfacekerb am freien Rand
Als na¨chstes wurde der Interfacekerb am freien Rand, der in Abschnitt 3.3.1 fu¨r rein
linear-elastisches Materialverhalten modelliert wurde, untersucht. Hierfu¨r wurden nun
die mechanischen Eigenschaften von T300/Epoxy sowie die elektrischen und piezoelek-
trischen Werte von PZT-5A verwendet.
Wie im rein elastostatischen Fall wurden zuna¨chst fu¨r den Interfaceriss am freien Rand,
also einen Kerbo¨ffnungswinkel von 0◦, fu¨r einen Lagenaufbau von [0◦/ϑ] und [±ϑ] die
zweidimensionalen Diskontinuita¨ten untersucht und die Ergebnisse mit denen am dreidi-
mensionalen Interaktionspunkt verglichen. Die Ergebnisse jeweils zuerst fu¨r die beiden
zweidimensionalen Diskontinuita¨tslinien und dann den dreidimensionalen Interaktions-
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punkt sind fu¨r den Lagenaufbau [0◦/ϑ] in Abbildung 47 und fu¨r [±ϑ] in Abbildung 48
dargestellt. Fu¨r [0◦/ϑ] treten teilweise Imagina¨rteile auf, auf deren Darstellung hier je-
doch der U¨bersicht halber verzichtet wird.
Fu¨r piezoelektrisches Materialverhalten ergeben sich fu¨r den Interaktionspunkt quali-
tativ a¨hnliche Verla¨ufe wie im elastostatischen Fall. Es treten jedoch wie zu erwar-
ten zusa¨tzliche Eigenwerte auf. Außerdem werden die Singularita¨tsordnungen von ihrer
Gro¨ße her leicht gea¨ndert, es kommt also zu einer ganz klaren Interaktion durch die
piezoelektrischen Materialeigenschaften. Zum einen ist die maximale Singularita¨tsord-
nung etwas gro¨ßer als im orthotropen Fall, zum anderen wa¨chst die Ordnung fu¨r jeden
einzelnen Winkelwert an. Somit sind die auftretenden Spannungssingularita¨ten in der
gleichen Situation fu¨r die gewa¨hlten Materialeigenschaften fu¨r piezoelektrisches Material
von der Singularita¨tsordnung her stets kritischer als im elastostatischen Fall.
Qualitativ betrachtet sind die gro¨ßten Unterschiede fu¨r orthotropes und piezoelektri-
sches Materialverhalten im Rissgrund zu beobachten. Aus dem ungefa¨hr konstanten
Wert im orthotropen Fall ergeben sich nun die in den jeweils oberen Teilen der Abbil-
dungen 47 und 48 dargestellten Verla¨ufe. Interessanterweise la¨sst sich hier insbesondere
beim Lagenaufbau [±ϑ] eine gewisse A¨hnlichkeit des Verlaufs im Dreidimensionalen mit
den Singularita¨tsordnungen der zweidimensionalen Diskontinuita¨ten erkennen. Ein ge-
naues Bildungsgesetz la¨sst sich auch hier nicht angeben, in grober Na¨herung scheinen
sich die Singularita¨tsordnungen im Interaktionspunkt jedoch aus den Singularita¨tsord-
nungen der beiden zweidimensionalen Diskontinuita¨ten zusammenzusetzen.
Weiter wurden wieder a¨hnliche Untersuchungen fu¨r einen Interfacekerb am freien Rand
mit verschiedenen Kerbo¨ffnungswinkeln durchgefu¨hrt. Die Ergebnisse fu¨r piezoelektri-
sches Materialverhalten fu¨r jeweils einen Lagenaufbau von [0◦/ϑ] und [±ϑ] sind in den
Abbildungen 49-51 dargestellt. Da aus den Realteilen zu erkennen ist, ob Imagina¨rteile
auftreten oder nicht, wird hier auf die Abbildung der Imagina¨rteile verzichtet.
Auch hier la¨sst sich erkennen, dass sich der Verlauf der Singularita¨tsordnungen mit zu-
nehmendem Kerbo¨ffnungswinkel leicht entzerrt und die Singularita¨tsordnungen schwa¨-
cher werden, außerdem nach und nach weniger Eigenwerte in den relevanten Bereich fal-
len. Der Vergleich der auftretenden Singularita¨tsordnungen im elastostatischen und pie-
zoelektrischen Fall liefert fu¨r alle Kerbo¨ffnungswinkel a¨hnliche Aussagen wie fu¨r den Riss:
Im piezoelektrischen Fall sind die Maximalwerte etwas gro¨ßer und es treten u¨ber den ge-
samten Winkelbereich etwas sta¨rkere Singularita¨tsordnungen auf. Am ausgepra¨gtesten
ist dieser Effekt jedoch fu¨r den Riss. Fu¨r piezoelektrisches Materialverhalten tritt wie-
der, wie zu erwarten, ein zusa¨tzlicher Eigenwert auf. Der qualitative Verlauf ist bei allen
Kerbo¨ffnungswinkeln fu¨r beide Materialverhalten sehr a¨hnlich.
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Singularita¨tsordnungen fu¨r den Interaktionspunkt des Interfacerisses am freien Rand
Abbildung 47: Singularita¨tsordnungen fu¨r einen Interfaceriss am freien Rand fu¨r pie-
zoelektrisches Materialverhalten mit einem Lagenaufbau [0◦/ϑ] und den Materialdaten
von T300/Epoxy und PZT-5A in Abha¨ngigkeit des Lagenwinkels ϑ.
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Singularita¨tsordnungen fu¨r den Interaktionspunkt des Interfacerisses am freien Rand
Abbildung 48: Singularita¨tsordnungen fu¨r einen Interfaceriss am freien Rand fu¨r piezo-
elektrisches Materialverhalten mit einem Lagenaufbau [±ϑ] und den Materialdaten von
T300/Epoxy und PZT-5A in Abha¨ngigkeit des Lagenwinkels ϑ.
5.4 Interfacekerb am freien Rand 97
−90 −45 0 45 90−1
−0,8
−0,6
−0,4
−0,2
0
ϑ [°]
R
e 
λ
Singularita¨tsordnungen fu¨r den Kerbo¨ffungswinkel γ=0◦
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Singularita¨tsordnungen fu¨r den Kerbo¨ffungswinkel γ=30◦
Abbildung 49: Singularita¨tsordnungen fu¨r den dreidimensionalen Interfacekerb am freien
Rand fu¨r piezoelektrisches Materialverhalten mit einem Lagenaufbau [0◦/ϑ] und den
Materialdaten von T300/Epoxy und PZT-5A fu¨r verschiedene Kerbo¨ffungswinkel γ in
Abha¨ngigkeit des Lagenwinkels ϑ.
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Singularita¨tsordnungen fu¨r den Kerbo¨ffungswinkel γ=60◦
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Singularita¨tsordnungen fu¨r den Kerbo¨ffungswinkel γ=90◦
Abbildung 50: Singularita¨tsordnungen fu¨r den dreidimensionalen Interfacekerb am freien
Rand fu¨r piezoelektrisches Materialverhalten mit einem Lagenaufbau [0◦/ϑ] und den
Materialdaten von T300/Epoxy und PZT-5A fu¨r verschiedene Kerbo¨ffungswinkel γ in
Abha¨ngigkeit des Lagenwinkels ϑ.
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Singularita¨tsordnungen fu¨r den Kerbo¨ffungswinkel γ=0◦
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Singularita¨tsordnungen fu¨r den Kerbo¨ffungswinkel γ=30◦
Abbildung 51: Singularita¨tsordnungen fu¨r den dreidimensionalen Interfacekerb am frei-
en Rand fu¨r piezoelektrisches Materialverhalten mit einem Lagenaufbau [±ϑ] und den
Materialdaten von T300/Epoxy und PZT-5A fu¨r verschiedene Kerbo¨ffungswinkel γ in
Abha¨ngigkeit des Lagenwinkels ϑ.
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Singularita¨tsordnungen fu¨r den Kerbo¨ffungswinkel γ=60◦
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Singularita¨tsordnungen fu¨r den Kerbo¨ffungswinkel γ=90◦
Abbildung 52: Singularita¨tsordnungen fu¨r den dreidimensionalen Interfacekerb am frei-
en Rand fu¨r piezoelektrisches Materialverhalten mit einem Lagenaufbau [±ϑ] und den
Materialdaten von T300/Epoxy und PZT-5A fu¨r verschiedene Kerbo¨ffungswinkel γ in
Abha¨ngigkeit des Lagenwinkels ϑ.
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5.5 Fazit
Mithilfe der Rand-Finite-Elemente-Methode ko¨nnen Konfigurationen mit piezoelektri-
schem Materialverhalten untersucht werden. Sofern eine Implementierung der Methode
in der Erweiterung fu¨r piezoelektrisches Materialverhalten vorliegt, erfolgt dies ohne
großen Mehraufwand zur Analyse fu¨r rein linear-elastisches Materialverhalten, da die
Materialwerte einfach in der Eingabedatei angepasst werden ko¨nnen. Somit ko¨nnen vor-
handene Modelle und Netze, die fu¨r die Analyse von linear-elastischen Konfigurationen
erstellt wurden, direkt verwendet werden. Die Anforderungen an Netze und die Vorteile
durch die Reduktion der Dimension innerhalb der Methode entsprechen daher denen im
linear-elastischen Fall.
Durch das piezoelektrische Materialverhalten treten bei den untersuchten Konfigura-
tionen im Vergleich mit den Ergebnissen fu¨r dieselben Konfigurationen mit linear-elas-
tischem Materialverhalten jeweils zusa¨tzliche Singularita¨tsordnungen auf, was durch den
zusa¨tzlichen elektrischen Freiheitsgrad zu erwarten ist. Die Singularita¨tsordnungen neh-
men außerdem im direkten Vergleich immer sta¨rkere Werte an. Durch die Verwendung
von piezoelektrischem Material entstehen also offenbar bei gleichen mechanischen Eigen-
schaften kritischere Spannungen als bei der gleichen Konfiguration mit linear-elastischem
Material. Wenngleich die Wahl des hier verwendeten fiktiven Materials nicht unbedingt
repra¨sentativ fu¨r alle real existierenden piezoelektrischen Materialien sein muss, deuten
die Ergebnisse doch darauf hin, dass Strukturen mit piezoelektrischen Materialien in
der Praxis in jedem Fall sorgsam gepru¨ft werden sollten.
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6 Zusammenfassung und Ausblick
Zusammenfassung
In dieser Arbeit wurde untersucht, wie Spannungssingularita¨tsordnungen in zwei- und
dreidimensionalen Multimaterialkonfigurationen mit geometrischen und materiellen Dis-
kontinuita¨ten mithilfe der Rand-Finite-Elemente-Methode ermittelt werden ko¨nnen. Hier-
bei wurden sowohl Konfigurationen mit rein linear-elastischen als auch mit piezoelektri-
schem Materialverhalten betrachtet.
Nach einer Darstellung der theoretischen Grundlagen, im Rahmen derer Spannungssin-
gularita¨ten auftreten, wurde die verwendete Implementierung der Rand-Finite-Elemente-
Methode kurz beschrieben und Anforderungen an Netze bei der Modellbildung diskutiert.
Bei der Analyse von linear-elastischen Konfigurationen wurde gezeigt, wie die Methode
zur Ermittlung von Spannungssingularita¨tsordnungen eingesetzt werden kann. Bei der
Auswahl und Auswertung der untersuchten Konfigurationen lag das Augenmerk zum
einen darauf, neue Ergebnisse fu¨r bislang unbekannte Konfigurationen zur Verfu¨gung
zu stellen. Zum anderen wurden mo¨gliche Zusammenha¨nge von Singularita¨tsordnungen
an dreidimensionalen Interaktionspunkten von zwei zweidimensionalen Diskontinuita¨ten
mit den Singularita¨tsordnungen der einzelnen Diskontinuita¨ten untersucht. Hierbei wur-
de bei den untersuchten Konfigurationen festgestellt, dass das Geschehen an den drei-
dimensionalen Interaktionspunkten recht komplex ist. Einfache Bildungsregeln konnten
nicht aufgedeckt werden, so dass eine echte dreidimensionale Analyse fu¨r die meisten
Konfigurationen no¨tig ist. Die Rand-Finite-Elemente-Methode erwies sich hierbei als
effizientes Werkzeug.
Weiter wurde fu¨r eine Reihe ausgewa¨hlter Konfigurationen der Einfluss einzelner geo-
metrischer Parameter oder Materialwerte auf die Singularita¨tsordnung betrachtet. Ins-
besondere wurde anhand einiger Beispiele gezeigt wie mithilfe von Optimierungstech-
niken gezielt die maximale Singularita¨tsordnung fu¨r die Variation von Parametern in
gewa¨hlten Wertebereichen ermittelt werden kann. Da oft die kritischste Singularita¨tsord-
nung, die fu¨r eine Konfiguration auftreten kann, von Interesse ist, ist eine zielgerichte-
te Analyse von Vorteil. Die untersuchten Beispiele zeigten hier zum einen, dass auch
in sehr einfach erscheinenden Konfigurationen sehr starke Singularita¨tsordnungen auf-
treten ko¨nnen. Dabei fu¨hren neben Rissen scheinbar vor allem sehr unterschiedliche
Materialeigenschaften zu starken Singularita¨tsordnungen. Zum anderen wurde deutlich,
dass Singularita¨tsordnungen bei Multimaterialkonfigurationen mit zusa¨tzlichen geome-
trischen Diskontinuita¨ten nicht immer anschaulich vorhergesagt werden ko¨nnen, sondern
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dass teilweise u¨berraschende Ergebnisse auftreten ko¨nnen. Daher ist eine ausfu¨hrliche
Analyse mit einer zuverla¨ssigen Methode zur bruchmechanischen Bewertung einer sol-
chen Konfiguration immer notwendig.
Bei der Untersuchung von piezoelektrischen Konfigurationen konnte gezeigt werden, dass
sich die Rand-Finite-Elemente-Methode auch fu¨r dieses Materialverhalten gut zur Er-
mittlung von Spannungssingularita¨tsordnungen eignet. Hierin liegt ein klarer Vorteil der
Methode, da viele andere Verfahren nur fu¨r eine eingeschra¨nkte Auswahl an Materialver-
halten einsetzbar sind. Ein Vergleich mit rein linear-elastischen Konfigurationen ergab,
dass fu¨r piezoelektrisches Materialverhalten jeweils zusa¨tzliche und allgemein sta¨rkere
Singularita¨tsordnungen auftraten. Bei der Verwendung von piezoelektrischen Materiali-
en in Strukturen muss also auch bei gleichbleibenden mechanischen Eigenschaften davon
ausgegangen werden, dass sta¨rkere Singularita¨tsordnungen auftreten als fu¨r die gleiche
Konfiguration mit rein linear-elastischem Materialverhalten.
Ausblick
Aus den betrachteten Konfigurationen und den durchgefu¨hrten Analysen ergeben sich
eine Reihe von mo¨glichen Ansatzpunkten fu¨r weitere Untersuchungen. Fu¨r die Rand-
Finite-Elemente-Methode beziehungsweise die verwendete Implementierung ist eine Op-
timierung der Lo¨sungsalgorithmen bezu¨glich der beno¨tigten Rechenzeit bisher nicht
erfolgt. Eine Minimierung der Rechenzeit wu¨rde die Analyse einiger dreidimensiona-
ler Konfigurationen und umfangreiche Parametervariationen teilweise erleichtern. Im
Hinblick auf die Netzgenerierung ist die Methode allgemein sehr anwenderfreundlich.
Zur Variation einzelner geometrischer Parameter ist jedoch eine geschickte Parametri-
sierung no¨tig, bei der das Netz einerseits an entsprechenden Stellen fein genug ist, um
kleine Schritte bei der Parametervera¨nderung zu erlauben und andererseits geeignete
U¨berga¨nge zu gro¨beren Elementen beinhaltet, um nicht das ganze Netz sehr fein gestal-
ten zu mu¨ssen. Hier kann die geschickte automatisierte Netzgenerierung fu¨r mo¨glichst
viele verschiedene Konfigurationen sicherlich noch weiter vorangetrieben werden.
In Bezug auf Konfigurationen mit rein linear-elastischem Materialverhalten ist insbe-
sondere im Dreidimensionalen die Zahl der mo¨glichen Konfigurationen mit mehreren
Materialien unbeschra¨nkt. Daher ist zum einen schlicht die Ermittlung der Singula-
rita¨tsordnungen fu¨r weitere unbekannte Konfigurationen von Interesse. Zum anderen
konnten zwar bei den betrachteten Situationen keine einfachen Bildungsregeln gefun-
den werden, jedoch ko¨nnte noch fu¨r weitere Konfigurationen untersucht werden, ob
nicht in anderen Fa¨llen ein Zusammenhang aufgedeckt werden kann. Ebenso wa¨re die
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weitere Suche nach dreidimensionalen Konfigurationen mit besonders starken Singula-
rita¨tsordnungen von Interesse.
Bei der gezielten Ermittlung maximaler Singularita¨tsordnungen ist vor allem die gleich-
zeitige Variation mehrerer Parameter interessant, die sich durch eine Minimierung der
Rechenzeit noch weiter verfolgen ließe. Auch die verbesserte Netzgenerierung zur Varia-
tion geometrischer Parameter wu¨rde die Mo¨glichkeiten der Optimierung erweitern.
Fu¨r piezoelektrische Konfigurationen, die hier nur mit ausgewa¨hlten Materialdaten un-
tersucht wurden, ist eine Analyse fu¨r unterschiedliche Materialdaten im na¨chsten Schritt
interessant, um zu sehen, ob sich die bisherigen Erkenntnisse auf Konfigurationen mit
beliebigen piezoelektrischen Materialdaten u¨bertragen lassen. Ebenso wa¨re es denkbar,
genauer den Einfluss der einzelnen Materialparameter auf die Singularita¨tsordnung zu
untersuchen. Fu¨r piezoelektrische Konfigurationen ist eine weiterfu¨hrende Thematik au-
ßerdem die Betrachtung von mechanischem und elektrischem Versagen beziehungsweise
die Fragestellung, welches Versagen fu¨r einzelne Konfigurationen zuerst auftritt.
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